Un tutorial sobre senales en cuadratura: complejo, pero no complicado

por Richard Lyons [December 2017] / Traduccion espafol José Urrutia - EA4HBY 29 noviembre 2025

Introduccién

Las sefiales de cuadratura se basan en la nocidén de numeros complejos, y quizads ningun
otro tema cause mas angustia a quienes se inician en DSP que estos numeros y su
extrafia terminologia: operador j, complejo, imaginario, real y ortogonal. Si no estéd
seguro del significado fisico de los numeros complejos y del operador J =dti, no se
preocupe, porque no estd solo. ¢Por qué incluso Karl Gauss, uno de los matematicos mas
importantes del mundo, llamdé al operador j la "sombra de sombras"? Aqui arrojaremos
algo de luz sobre esa sombra para que nunca tenga que llamar a la linea directa de
ayuda psiquica de sefiales de cuadratura.

El procesamiento de seflales en cuadratura se utiliza en muchos campos de la ciencia y
la ingenieria, y las sefiales en cuadratura son necesarias para describir el
procesamiento y la implementacidén que se lleva a cabo en los sistemas de
comunicaciones digitales modernos. En este tutorial, repasaremos los fundamentos de
los numeros complejos y nos familiarizaremos con su uso para representar sefiales en
cuadratura. A continuacidén, examinaremos el concepto de frecuencia negativa en
relacién con la notacidn algebraica de sefiales en cuadratura y aprenderemos a hablar
el lenguaje del procesamiento en cuadratura. Ademéds, utilizaremos graficos
tridimensionales en el dominio del tiempo y la frecuencia para dar un significado
fisico a las seflales en cuadratura. Este tutorial concluye con un breve vistazo a cémo
se puede generar una sefial en cuadratura mediante muestreo en cuadratura.

JPor qué preocuparse por las sefiales de cuadratura?

Los formatos de sefiales en cuadratura, también llamados sefiales complejas, se utilizan
en numerosas aplicaciones de procesamiento digital de sefiales, como:

- sistemas de comunicaciones digitales,

- sistemas de radar,

- procesamiento de la diferencia de tiempo de llegada en sistemas de radiogoniometria,
- sistemas de medicidén de pulsos coherentes,- aplicaciones de formacidén de haz de
antena,

- moduladores de banda lateral Unica,

- etc.

Estas aplicaciones se enmarcan en la categoria general conocida como procesamiento en
cuadratura y proporcionan mayor potencia de procesamiento mediante la medicién
coherente de la fase de sefiales sinusoidales.

Una sefial en cuadratura es una sefial bidimensional cuyo valor en un instante
determinado puede especificarse mediante un Unico ntmero complejo compuesto por dos
partes: la parte real y la parte imaginaria. (Los términos «real» e «imaginariow»,
aunque tradicionales, resultan desafortunados debido a sus significados en el lenguaje
cotidiano. Los ingenieros de comunicaciones utilizan los términos «en fase» y «fase en
cuadratura». MAas adelante se hablard de ello). Repasemos la notacidn matemdtica de
estos numeros complejos.

El desarrollo y la notacién de numeros complejos

Para establecer nuestra terminologia, definimos un numero real como aquellos numeros
que usamos en la vida cotidiana, como un voltaje, una temperatura en la escala
Fahrenheit o el saldo de una cuenta corriente. Estos numeros unidimensionales pueden
ser positivos o negativos, como se muestra en la Figura 1l(a). En dicha figura,
mostramos un eje unidimensional y decimos que un solo numero real puede representarse
mediante un punto en dicho eje. Tradicionalmente, llamaremos a este eje el eje real.
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Figura 1. Una interpretacién gradfica de un ntmero real y un numero complejo.

Un numero complejo, ¢, se muestra en la Figura 1(b), donde también se representa como un
punto. Sin embargo, los numeros complejos no se limitan a una linea unidimensional, sino
que pueden residir en cualquier punto de un plano bidimensional. Este plano se denomina
plano complejo (algunos mateméticos lo llaman diagrama de Argand) y permite representar
numeros complejos con partes reales e imaginarias. Por ejemplo, en la Figura 1l(b), el
numero complejo ¢ = 2,5 + Jj2 es un punto que no se encuentra en el plano complejo ni en
el eje real ni en el imaginario. Localizamos el punto c desplazédndonos 2,5 unidades a lo
largo del eje real y 2 unidades hacia arriba a lo largo del eje imaginario. Piensa en
estos ejes real e imaginario exactamente como piensas en las direcciones Este-Oeste y
Norte-Sur en un mapa de carreteras.

Utilizaremos un punto de vista geométrico para comprender algunos aspectos de la
aritmética de los numeros complejos. Observando la Figura 2, podemos usar la
trigonometria de tridngulos rectédngulos para definir varias formas de representar el
nimero complejo c.
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imaginario (j)

b e«—C=atjp

M

V'

y -
0 a ~ Eje
real

Figura 2 La representacidédn fasorial del numero complejo ¢ = a + Jjb en el plano complejo.

Nuestro nUmero complejo c estd representado de diferentes maneras en la literatura,
como por ejemplo:

Forma c =a + jb Se utiliza con fines explicativos. (1)
rectangular: Es la mads facil de entender.
[También llamada forma cartesianal.
Forma c = Se utiliza comunmente para (2)
trigonométrica: M[cos () + describir seflales en cuadratura en
jsin (¢) ] sistemas de comunicaciones.
Forma polar: c = Mej¢ La més desconcertante, pero la (3)

principal forma utilizada en
ecuacliones matemdticas. [También
llamada forma exponencial. A veces

se escribe como Mexp (j0) . ]

Forma magnitud- |c = MZ¢ Se utiliza con fines descriptivos, (4)
angulo: pero es demasiado engorroso para su
uso en ecuaciones algebraicas.
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Las ecuaciones (3) y (4) nos recuerdan que c también puede considerarse el vértice de
un fasor en el plano complejo, con magnitud M, orientado en la direccidén de ¢ radianes
con respecto al eje real positivo, como se muestra en la Figura 2. Tenga en cuenta que
c es un numero complejo y que las variables a, b, M y 0 son numeros reales. La

magnitud de ¢, a veces llamada mbédulo de c, es

M= |c|] =+a + b (5)

[Pregunta trivia: ¢En qué pelicula de 1939, considerada por muchos como la mejor
pelicula jaméds realizada, un personaje principal intentd citar la ecuacién (5)7?]

Bien, volvamos al tema. El1 &ngulo de fase 0, o argumento, es la arcotangente de la
relacién parte imaginaria
parte real , O

$ = tan ~1 (=) (6)

Si establecemos la ecuacién (3) igual a la ecuacién (2), Med® = M[cos(0) + jsin(d)] ,
podemos enunciar lo que se nombra en su honor y ahora se llama una de las identidades
de Euler como:

ej¢ = cos () + jsin(¢) (7)

El lector desconfiado deberia preguntarse ahora: ";Por qué es vadlido representar un
numero complejo usando esa extrafia expresién de la base de los logaritmos naturales,
e, elevada a una potencia imaginaria?". Podemos validar la ecuacidén (7), como hizo el
mayor experto mundial en series infinitas, Herr Leonard Euler, sustituyendo j¢ por =z
en la definicidén de desarrollo en serie de e? en la linea superior de la Figura 3.
Dicha sustitucidén se muestra en la segunda linea.

2 3 4 5 6

z z Z Z z Z
e =l+z+ o 3+ FEr e f
~ . (39)° (39)° G’ (39)° (3¢9)°
Ry
2 3 4 5 6
=l+j¢—§)1 _jg)! + jf! +jg)! 'g)! *
\\i;\\\\ AN K///
\\“
ej¢ = cos (¢p) + Jsin(0)

Figura 3 Una derivacidén de la ecuacién de Euler utilizando expansiones en serie para e?
cos(¢) y sin(¢).
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A continuacidén, evaluamos los oérdenes superiores de j para llegar a la serie en la
tercera linea de la figura. Quienes tengan conocimientos matemdticos avanzados, como
Euler (o quienes consulten algtn libro de referencia de matemdticas), reconoceran que
los términos alternados en la tercera linea son las definiciones de desarrollo en
serie de las funciones coseno y seno.

La Figura 3 verifica la Ecuacidén (7) y nuestra representacidén de un numero complejo

mediante la forma polar de la Ecuacién (3): Med®. Si se sustituye -j¢ por z en la
linea superior de la Figura 3, se obtiene una forma ligeramente diferente, y muy
atil, de la identidad de Euler:

eI = cos (¢) - jsin(¢) (8)

La forma polar de las ecuaciones (7) y (8) nos beneficia porque:

- Simplifica las derivaciones y el andlisis mateméticos,

-- Convierte las ecuaciones trigonométricas en el algebra simple de exponentes,

-- Las operaciones matemdticas con numeros complejos siguen exactamente las mismas
reglas que con los numeros reales.

- Convierte la suma de sefiales en simplemente la suma de nUmeros complejos (suma
vectorial),

- Es la notacién més concisa,

- Es indicativa de cémo se implementan y describen los sistemas de comunicaciones
digitales en la literatura.

Utilizaremos las ecuaciones (7) y (8) para ver por qué y cbédmo se utilizan las
sefiales en cuadratura en aplicaciones de comunicaciones digitales. Pero primero,
respiremos hondo y entremos en la dimensién desconocida del operador «j».

Ya has visto la definicidén de jJ :dti. Expresada en palabras, decimos que j representa
un numero que, multiplicado por si mismo, da como resultado un nUmero negativo. Esta
definicién puede ser dificil para gquienes empiezan, ya que todos sabemos que cualquier
numero multiplicado por si mismo siempre da como resultado un nuimero positivo.

Desafortunadamente, los libros de texto de DSP a menudo definen el simbolo j
y luego, con Jjustificada prisa, pasan rapidamente a explicar todas las
formas en que el operador j puede usarse para analizar sefilales sinusoidales.
Los lectores pronto olvidan la pregunta: ¢Qué significa

j =+[-1 ¢que significa realmente?

Bueno,J:I habia estado en la escena matemdtica durante algun tiempo, pero no fue
tomado en serio hasta que tuvo que usarse para resolver ecuaciones cubicas en el siglo
XVI. [1], [2] Los matemdticos comenzaron a aceptar a regafiadientes el concepto
abstracto dedif, sin tener que visualizarlo, porque sus propiedades matemdticas eran
consistentes con la aritmética de los numeros reales normales.

Fue la equiparacidén de Euler de los nUmeros complejos con senos y cosenos reales, y la
brillante introduccidén del plano complejo por Gauss, lo que finalmente legitimé la
nocidén de+/-1 ante los matemédticos europeos del siglo XVIII. Euler, trascendiendo el
ambito de los nuUmeros reales, demostrd que los nUmeros complejos tenian una relacidn
clara y consistente con las conocidas funciones trigonométricas reales de senos y
cosenos. Asi como Einstein demostrdé la equivalencia de masa y energia, Euler demostrd
la equivalencia de senos y cosenos reales con los numeros complejos.Asi como los
fisicos modernos desconocen qué es un electrdn, pero comprenden sus propiedades,
nosotros no nos preocuparemos por qué es «Jj» y nos conformaremos con comprender su
comportamiento. Para nuestros propdsitos, el operador «j» significa rotar un numero
complejo 90° en sentido antihorario. (Para los britdnicos, «antihorario» significa en
sentido contrario a las agujas del reloj). Veamos por qué.

Nos familiarizaremos con la representacidédn plana compleja de numeros imaginarios
examinando las propiedades matemdticas del operador j =4f-1 como
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se muestra en la Figura 4.

Eje
imaginario

A =multiplica por "j"

10—
-8 8 Eje
\ i real

Figura 4. ;Qué sucede con el numero real 8 cuando comienzas a multiplicarlo por J

Multiplicar cualquier numero en el eje real por j da como resultado un producto imaginario
que se encuentra en el eje imaginario. El ejemplo de la Figura 4 muestra que si +8 esté
representado por el punto que se encuentra en el eje real positivo, multiplicar +8 por j da
como resultado un numero imaginario, +3j8, cuya posicién se ha rotado 90° en sentido
antihorario (desde +8), colocandolo en el eje imaginario positivo. De manera similar,
multiplicar +38 por j da como resultado otra rotacién de 90°, lo que da como resultado el -8
que se encuentra en el eje real negativo, ya que j2 = -1. Multiplicar -8 por j da como
resultado otra rotacién de 90°, lo que da como resultado el -j8 que se encuentra en el eje
imaginario negativo. Siempre que cualquier numero representado por un punto se multiplica
por j, el resultado es una rotacién de 90° en sentido antihorario. (A la inversa, la
multiplicacién por -j da como resultado una rotacién de -90° en el sentido horario en el
plano complejo).

Si dejamos ¢= m/2 en la ecuacidén 7, podemos decir que

ejn/2 = cos(mn/2) + jsin(m/2) = 0 + jl1 , or

ejTE/Z 3 (9)

Este es el punto a recordar. Si tienes un solo numero complejo, representado por un
punto en el plano complejo, multiplicarlo por j o por e3¥2 dard como resultado un
nuevo numero complejo rotado 90° en sentido antihorario (CCW) en el plano complejo.
No olvides esto, ya que te serd util al comenzar a leer la literatura sobre sistemas
de procesamiento en cuadratura.

Hagamos una pausa para recuperar el aliento. No se preocupen si las ideas de nuUmeros
imaginarios y el plano complejo les parecen un poco misteriosas. Al principio, a todos
nos resulta asi; se familiarizaran con ellas cuanto mas las usen. (Recuerden que el
operador j desconcertd a los matemdticos europeos més influyentes durante siglos). Es
cierto que las matematicas de los numeros complejos no solo son un poco extrafias al
principio, sino que la terminologia es casi extrafia. Si bien el término "imaginario" es
desafortunado, el término "complejo" es francamente extrafio. Al principio, la frase "

nimeros complejos" nos hace pensar en "numeros complicados". Esto es lamentable, ya que
el concepto de numeros complejos no es tan complicado. Simplemente sepan que el propdsito
de esta jerga matemadtica era validar las ecuaciones (2), (3), (7) y (8). Ahora, hablemos
(jpor fin!) de las sefiales en el dominio del tiempo.

Representacién de sefiales reales mediante fasores complejos

Bien, ahora nos centraremos en un numero complejo que es una funcién del tiempo.
Consideremos un numero cuya magnitud es uno y cuyo angulo de fase aumenta con el tiempo.
Ese ntmero complejo es el punto ej2fot que se muestra en la Figura 5(a). (Aqui el
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El término 2nf, es la frecuencia en radianes/segundo y corresponde a una frecuencia
de f, ciclos/segundo, donde f, se mide en hercios. A medida que el tiempo t aumenta,
el adngulo de fase del numero complejo aumenta y nuestro numero orbita el origen del
plano complejo en sentido antihorario. La Figura 5(a) muestra el numero,
representado por el punto negro, congelado en un instante arbitrario. Si, por
ejemplo, la frecuencia f, = 2 Hz, el punto rotaria alrededor del circulo dos veces
por segundo. También podemos pensar en otro numero complejo e 32™ot (el punto blanco)
orbitando en sentido horario, ya que su angulo de fase se vuelve mds negativo a
medida que aumenta el tiempo.

Eje
imaginario

Eje T
‘imagMaﬂo t = time in seconds, .\

j fo = frequency in Hertz

o i2nft

Figura 5. Una instanténea, en el tiempo, de dos numeros complejos cuyos exponentes
cambian con el tiempo.

Llamemos ahora a nuestras dos expresiones complejas el?™ot y e-i2Tfot sefiales en
cuadratura. Cada una tiene partes reales e imaginarias en cuadratura, y ambas son
funciones del tiempo. En la literatura, estas expresiones eJ?™ot y e-32tfot se denominan a
menudo exponenciales complejas.

También podemos considerar estas dos seflales en cuadratura, ei2™ot y e-i2%fot = como las
puntas de dos fasores que giran en direcciones opuestas, como se muestra en la Figura
5(b) . Por ahora, seguiremos con esta notacidén fasorial, ya que nos permitird lograr
nuestro objetivo de representar sinusoides reales en el contexto del plano complejo.
iNo toques ese dial!

Para comprender el comportamiento de estos fasores, la Figura 6(a) muestra la

trayectoria tridimensional del fasor ed?®™°t g medida que transcurre el tiempo. Hemos
afiadido el eje del tiempo, que sobresale de la pagina, para mostrar la trayectoria
espiral del fasor. La Figura 6 (b) muestra una versidén continua de solo la punta del

fasor e3?™ot, Ese numero complejo eld?™ot o si se prefiere, la punta del fasor, sigue
una trayectoria en espiral a lo largo del eje del tiempo, centrada en él. Las partes

real e imaginaria de e3?™°t se muestran como proyecciones seno y coseno en la Figura 6
(o).
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Figura 6. El movimiento del fasor e3?™°t (a) y la punta del fasor (b).

Regrese a la Figura 5(b) y preguntese: ¢cudl es la suma vectorial de esos dos fasores
al girar en direcciones opuestas? Piense en esto por un momento... Asi es, las partes
reales de los fasores siempre se sumardn constructivamente, y sus partes imaginarias
siempre se cancelardn. Esto significa que la suma de estos fasores ei?mot y e-j2rfot
siempre serd un numero real puro. jLas implementaciones de los sistemas de
comunicaciones digitales modernos se basan en esta propiedad!

Para enfatizar la importancia de la suma real de estas dos sinusoides complejas,
dibujaremos otra imagen. Considere la forma de onda en la Figura 7 tridimensional
generada por la suma de dos fasores complejos de media magnitud, ei?2™ot/2 y e-i2ffot/2 = que

giran en direcciones opuestas alrededor del eje del tiempo y descienden a lo largo de
él.

Eje
imaginario (j)

cos(2nfot)

Tiempo

Figura 7. Un coseno representado por la suma de dos fasores complejos rotatorios.

Pensando en estos fasores, ahora estd claro por qué la onda coseno puede equipararse
a la suma de dos exponenciales complejos por

ej2nfot + e—janot ejanot e—j2nfot
cos (2nf,t) = > = > + > . (10)

La ecuacidén (10), una expresidédn conocida e importante, también se denomina identidad
de Euler. Podriamos haber obtenido esta identidad resolviendo las ecuaciones (7) y (8)
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para jsin(¢), igualando esas dos expresiones y resolviendo la ecuacién final para
cos () . De manera similar, podriamos realizar el mismo ejercicio de &lgebra y
demostrar que una onda sinusoidal real también es la suma de dos exponenciales

. ej2nfot _ e—j2nfot 3 e—janot i ej21'cfot
sin(2nf.,t) = 23 = > - > . (11)

Analice atentamente las ecuaciones (10) y (11). Son las expresiones estdndar para una
onda coseno y una onda seno, utilizando notacidén compleja, presentes en la literatura
sobre sistemas de comunicaciones en cuadratura. Para evitar que el lector se
desoriente como esos complejos fasores, tenga en cuenta que el Unico propdsito de las
figuras 5 a 7 es validar las expresiones complejas de la onda coseno y seno dadas en
las ecuaciones (10) y (l1). Estas dos ecuaciones, junto con las ecuaciones (7) y (8),
son la piedra de Rosetta del procesamiento de sefilales en cuadratura.

Ahora podemos traducir facilmente, de ida y vuelta, entre sinusoides reales y
exponenciales complejas. De nuevo, estamos aprendiendo cémo las sefiales reales, que
pueden transmitirse por un cable coaxial o digitalizarse y almacenarse en la memoria
de una computadora, pueden representarse en notacidén de numeros complejos. Si, las
partes constituyentes de un numero complejo son reales, pero las tratamos de una
manera especial: las tratamos en cuadratura.

Representacién de sefiales en cuadratura en el dominio de la frecuencia

Ahora que conocemos la naturaleza temporal de las seflales en cuadratura, estamos listos
para analizar sus descripciones en el dominio de la frecuencia. Este material es crucial,
ya que afiadiremos una tercera dimensién, el tiempo, a nuestros graficos bidimensionales
habituales en el dominio de la frecuencia. De esta forma, ninguna de las relaciones de
fase de nuestras sefiales en cuadratura quedard oculta. La Figura 8 nos muestra las reglas
para representar exponenciales complejas en el dominio de la frecuencia.

Frecuencia Frecuencia
negativa positiva
o ¥
g it
P J N
Direccién sobre Magnitud es 1/2

el eje imaginario
Figura 8. Interpretacidén de exponenciales complejas.

Representaremos una exponencial compleja como un impulso de banda estrecha ubicado
en la frecuencia especificada en el exponente. Ademds, mostraremos las relaciones
de fase entre los espectros de dichas exponenciales complejas a lo largo de los
ejes real e imaginario de nuestra representacién en el dominio de frecuencia
complejo. Dicho esto, observe la Figura 9.
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sin(2nf°t) JT —j >
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Tiempo

Figura 9. Representacién compleja en el dominio de frecuencia de una onda
coseno y una onda seno.

Vea cbémo se representan una onda coseno real y una onda seno real en nuestra
representacién compleja del dominio de la frecuencia en el lado derecho de la Figura

9.

Esas flechas en negrita a la derecha de la Figura 9 no son fasores rotatorios,

sino simbolos de impulso del dominio de la frecuencia que indican una sola linea

espectral para un solo exponencial complejo el?™ot, TLas direcciones en las que
apuntan los impulsos espectrales simplemente indican las fases relativas de los

componentes espectrales.

;por qué nos
Porque es la
la deteccidn
digitales (y
Sin embargo,

La amplitud de esos impulsos espectrales es 1/2. OK
molestamos con esta representacién del dominio de la frecuencia en 3-D?
herramienta que usaremos para comprender la generacidén (modulacidn) vy
(demodulacién) de sefiales en cuadratura en sistemas de comunicaciones
algunos analdgicos), y esos son dos de los objetivos de este tutorial.

antes de considerar esos procesos,

validemos esta representacidn del

dominio de la frecuencia con un pequeifio ejemplo.

La Figura 10 es un ejemplo sencillo de cémo utilizamos el dominio de frecuencia complejo.
En ella, comenzamos con una onda sinusoidal real, le aplicamos el operador J vy, a
continuacidén, sumamos el resultado a una onda coseno real de la misma frecuencia. El
resultado final es la exponencial compleja UGnica eJ?™ot, qgue ilustra graficamente la
identidad de Euler que establecimos matemdticamente en la ecuacidén (7).

05 Imag
Real Multiplica
por j
sin(2nf.t) Frecuencia jsin(2nf.t)

Frecuencia
Suma

Imag

Real

ei2nfot =

cos(2nf.t) cos(2nf,t) + jsin(2xf,t)

Frecuencia

Figura 10. Vista compleja del dominio de frecuencia de Euler: eIFot = cos (2mfot) +

jsin(2nfot) .
En el eje de frecuencia, la nocidén de frecuencia negativa se considera como aquellos

impulsos espectrales ubicados a -2mf, radianes/s en el eje de frecuencia. Esta figura
muestra la gran ventaja: cuando usamos notacién compleja, las exponenciales complejas
genéricas como el?™t y e732™Mt son los componentes fundamentales de las sinusoides reales
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sen (2wft) o cos(2mft). Esto se debe a que tanto sen(2mft) como cos (2rft) se componen
de componentes 2™t y e732"t  gi se tomara la transformada de Fourier discreta (DFT)
de muestras discretas en el dominio temporal de una onda sinusoidal sen(2mfot), una
onda coseno cos (2nfot) o una sinusoide compleja e3?™ot y se representaran graficamente
los resultados complejos, se obtendrian exactamente los impulsos de banda estrecha
de la Figura 10.

Si entiende la notacidén y las operaciones de la Figura 10, puede felicitarse porque
sabe mucho sobre la naturaleza y las matemdticas de las sefiales en cuadratura.

Sefiales de cuadratura de paso de banda en el dominio de la frecuencia

En el procesamiento en cuadratura, por convenciédn, la parte real del espectro se
denomina componente en fase y la parte imaginaria, componente de cuadratura. Las
seflales cuyos espectros complejos se muestran en las Figuras 1ll(a), (b) y (c) son
reales, y en el dominio temporal pueden representarse mediante valores de amplitud
con partes reales distintas de cero y partes imaginarias con valor cero. No estamos
obligados a usar notacidén compleja para representarlas en el dominio temporal- las
seflales son reales.

Las seflales reales siempre tienen componentes espectrales de frecuencia positivos y
negativos. En cualquier seflal real, los componentes de frecuencia positivos vy
negativos de su espectro en fase (real) siempre presentan simetria uniforme
alrededor del punto de frecuencia cero. Es decir, los componentes de frecuencia
positivos y negativos de la parte en fase son imdgenes especulares entre si.

Por el contrario, los componentes de frecuencia positivos y negativos de su espectro
en cuadratura (imaginario) siempre son negativos entre si. Esto significa que el
dngulo de fase de cualquier componente de frecuencia positivo en cuadratura es el
negativo del a&ngulo de fase del componente de frecuencia negativo en cuadratura
correspondiente, como lo muestran las flechas delgadas y sélidas en la Figura 11 (a).
Esta «simetria conjugada» es la naturaleza invariante de las sefiales reales cuando
sus espectros se representan mediante notacidén compleja.

Fase en cuadratura —— Exponencial complejo Fase en cuadratura
(Imag.) Parte en fase (real) (Imag.)
En fase — Parte Fase en cuadratura En fase
(Real) (imaginaria) (Real)

12

[
cos(2nft+¢)
(a) P . . .
Frecuencia Frecuencia
Fase en cuadratura Fase en cuadratura
(Imag.) (Imag.)
En fase En fase
(Real) (Real)
- t\B\»
AT
fo
(c) Frecuencia (@) Frecuencia
Figura 11. Representacidén en cuadratura de sefiales: (a) Sinusoide real cos (2rnf.t + 0), (b) Senal paso banda

real que contiene seis sinusoides sobre un ancho de banda B; (c) Sefial paso banda real que contiene un
nimero infinito de sinusoides sobre un ancho de banda B Hz; (d) Sefial paso banda compleja de ancho de banda
B Hz.

Recordemos de nuevo que las flechas en negrita de las Figuras 1l(a) y (b) no son
fasores rotatorios. Son simbolos de impulso en el dominio de la frecuencia que indican
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un exponencial complejo uUnico e3?®™t, Las direcciones en las que apuntan los impulsos
muestran las fases relativas de los componentes espectrales.

En cuanto al espectro de frecuencia positiva de la Figura 11(d), este es el espectro de
una sefial paso banda analdégica de valor complejo en el dominio del tiempo. Dicha sefial
no presenta simetria espectral centrada en cero Hz, como si lo hacen las seflales de

valor real en el dominio del tiempo, ya que no tiene energia espectral de frecuencia
negativa.

Hay un principio importante que debemos tener en cuenta antes de continuar. Multiplicar
una seflal temporal por la exponencial compleja ei?™ot, 1o que llamamos mezcla en
cuadratura (también llamada mezcla compleja), desplaza el espectro de esa sefial hacia
arriba en frecuencia en f, Hz, como se muestra en las Figuras 12 (a) y (b). Asimismo,

multiplicar una sefial temporal por e 32"t desplaza el espectro de esa sefial hacia abajo
en frecuencia en f, Hz.

Fase en cuadratura Fase en cuadratura Fase en cuadratura

En fase En fase En fase

. 2f,
Frecuencia ° Frecuencia

(a) (b) (c)

Frecuencia

Figura 12. Mezcla en cuadratura de una seflal: (a) Espectro de una sefial compleja x(t), (b)
Espectro de x(t)ei?®ot, (c) Espectro de x(t)e-32mfor,

Utilizaremos ese principio para entender el siguiente ejemplo.

Un ejemplo de muestreo en cuadratura

Podemos aplicar todo lo aprendido hasta ahora sobre seflales en cuadratura explorando el

proceso de muestreo en cuadratura. El muestreo en cuadratura consiste en digitalizar una
sefial paso banda continua (analbgica) y traducir su espectro para centrarlo en cero Hz.

Veamos cémo funciona este popular proceso considerando una sefial paso banda continua, de
ancho de banda B, centrada en una frecuencia portadora de f. Hz.

- X(f)
Espectro A <~ B >

Continuo | E\.N
Original : e 1 ‘ o

| —fC 0 fC Frecuencia
X(m
Espectro | (m)
"banda base"
digitalizado - M I_’/| ,—/|
deseado 1 i -
| _fs 0 fg Frecuencia (m)

Figura 13. Espectros 'antes y después' de una sefial muestreada en cuadratura.

Nuestro objetivo en el muestreo en cuadratura es obtener una versidén digitalizada de la
seflal paso banda analdgica, pero queremos que el espectro discreto de dicha sefial
digitalizada esté centrado en cero Hz, no en fc Hz. Es decir, queremos mezclar una
seflal temporal con e 32™ct para realizar una conversién descendente compleja. La
frecuencia fs es la frecuencia de muestreo del digitalizador en muestras/segundo.

Mostramos espectros replicados en la parte inferior de la Figura 13 para recordar este

efecto durante la conversidén A/D.
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Bien, eche un vistazo al siguiente diagrama de bloques de muestreo en cuadratura
conocido como demodulacién I/Q (o "demodulacidén Weaver" para aquellas personas con
experiencia en teoria de las comunicaciones) que se muestra en la parte superior de la
Figura 14. Esa disposicién de dos osciladores sinusoidales, con su diferencia de fase
relativa de 90° a menudo se denomina oscilador en cuadratura.

Los términos el?™fct y e-i2tct opn 13 concurrida Figura 14 nos recuerdan que las
exponenciales complejas constituyentes que componen un coseno real duplican cada parte
del espectro Xpp(f) para producir el espectro X;i(f). La Figura muestra cédmo obtenemos la
porcién continua en fase filtrada de la seflal compleja en cuadratura deseada. Por
definicién, estos espectros Xi(f) e I(f) se consideran solo reales.

i Continuo ,i Discreto 4>|

Pr L itn)

Y
z
&}

La secuencia
} compleja es:

i(n) —ja(n)

1

t
oF at) D an) [

Espectro |
Continuo -
= Frecuencia
Espectro B \\
continuo B
en fase =+ - ' ' ' -
- —2f fc B2 0 B2 5 2f¢ Frecuencia
Espectro
continuo Parte real filtrada
en fase .
i ! >
gletlrsaodb(; jec‘>n -B2 B2 Frecuencia

Figura 14. Diagrama de bloques de muestreo en cuadratura y espectros dentro de la ruta de
sefial en fase (superior).

Asimismo, la Figura 15 muestra cémo obtenemos la porcidén de fase en cuadratura continua
filtrada de nuestra seflal en cuadratura compleja mezclando xpp(t) con sin (2mf.t).

Copyright © December 2017, Richard Lyons, All Rights Reserved 12



‘4944—3 —
Espectro RS M
Continuo : P : , -
fc 0 fe Frecuencia
Negativo debido al signo  ;
, Parte imaginaria Xq ® menos del seno. _JejZTCﬂZ
Espectro B RN 2
continuo | | e H . . 2.f° _
en y " T H t v ! — )
_ —f Vo eeeee= -
cuadratura 2f¢ c b 5 fe I\I Frecuencia
- v
Espectro _ Q)
continuo B/2 Parte imaginaria fitrada
en i
cuadratura v S H - _
filtrado en ey B/2 Frecuencia
pasobajo v

Figura 15.
del ‘diagrama de bloques.

Aqui es donde vamos: I(f)-jQ(f) es el

seflal de paso de banda original =xpp(t).

la Figura 16.

I(f)

Espectros dentro de la trayectoria de la sefial de fase en cuadratura

(inferior)

espectro de una réplica compleja de nuestra
Mostramos la suma de estos dos espectros en

Continuo en fase
filtrado(solo real)

-B2 ¢ B2 Frecuencia
Q(f)
Filtrado continuo en cuadratura
—-B/2 (solo imaginario)
D e Frecuencia
o0 B/2
1(h —jQ) Espectro de una sefial compleja
continua: i(t) - jg(t)
| I >
—B/2 0 B/2 Frecuencia

Figura 16. Combinacién de los espectros I(f) y Q(f) para obtener los espectros 'I(f)-jQ(f)'

deseados.

Esta representacién tipica del muestreo en cuadratura parece un galimatias hasta

que se analiza la situacién desde una perspectiva tridimensional,

como en la

Figura 17, donde el factor —-j rota la Q(f) «solo imaginaria» en —-90°,

convirtiéndola en «solo real». Esta —-jQ(f)
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Eje Una vista tridimensional
imaginario (j) Eje
real

Ee I(f)
imaginario (j) Eje

real
""""""""" T Frecuencia

. P0
Eje [SPURTIIL LA
______ real Frecuencia
Eje
............. Frecuencia
-
0 I(f) —jQ(f)

Frecuencia

Figura 17. Vista tridimensional de la combinacién de los espectros I(f) y Q(f) para
obtener los espectros I(f)-jO(f).

El espectro complejo en la parte inferior de la Figura 18 muestra lo que gqueriamos, una
versién digitalizada de la seflal de banda de paso compleja centrada alrededor de cero Hz.

Espectro de una sefial
compleja continua: i(t) — jq(t)

-B/2 0 B/2 Frecuencia

Esto es lo que queriamos. Conversion A/D
Una version compleja
digitalizada del xpp(t)
original, pero centrada en
torno a cero Hz. Espectro de secuencias

complejas discretas: i(n) — jq

(n)
—2fg g -B2 0 B/2 fg 2f s Frecuencia

Figura 18. La seflal compleja continua i(t)-qg(t) se digitaliza para obtener la discreta i(n)-jg(n).

Algunas ventajas de este esquema de muestreo en cuadratura son:

* Cada convertidor A/D opera a la mitad de la frecuencia de muestreo del muestreo de
seflal real esténdar.

* En muchas implementaciones de hardware, operar a frecuencias de reloj méds bajas ahorra
energia.
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* Para una frecuencia de muestreo fs dada, podemos capturar seflales analdgicas de banda
mas ancha.

e Las secuencias en cuadratura hacen que el procesamiento FFT sea més eficiente al
cubrir un rango de frecuencias mas amplio que cuando la entrada de una FFT es una
secuencia de valores reales.

e Dado que las secuencias en cuadratura se sobremuestrean eficazmente por un factor de
dos, las operaciones de cuadratura de la sefial son posibles sin necesidad de
sobremuestreo

e Conocer la fase de las seflales permite un procesamiento coherente. El muestreo en
cuadratura facilita considerablemente la medicién con gran precisidén de la magnitud
instantdnea (demodulacién AM), la fase instantédnea (demodulacidén de fase) y la
frecuencia instanténea (demodulacién FM) de la sefial de entrada xpp(t) en la Figura 14.

Volviendo al diagrama de bloques de la Figura 14, recordamos una caracteristica
importante de las sefiales en cuadratura. Podemos enviar una sefial analdgica en
cuadratura a una ubicacidén remota. Para ello, utilizamos dos cables coaxiales por los
que viajan las dos seflales reales i(t) y g(t). (Para transmitir una secuencia discreta
en cuadratura en el dominio del tiempo, necesitariamos dos cables planos
multiconductores, como se indica en la Figura 19).

|<7 Continua —>|¢ Discreta ‘>|
i Fi(t Zi(n
—— o O A _‘() >
/ E . i
‘fs———
) iy
X{t t) | . q(n) ;
LV LPF ‘q();= AD .,__q()__..-‘ >
Requiere dos cables Requiere dos cables planos
coaxiales para transmitir para transmitir secuencias
sefiales analdgicas en discretas en cuadratura i(n) y
cuadratura i(t) y q(t). q(n)
Figura 19. Reiteracién de cdédmo las sefiales en cuadratura se componen de dos partes

reales.

Para comprender el significado fisico de nuestra discusidén, recordemos que una sefial
continua en cuadratura xc(t) = i(t) + jg(t) no es solo una abstraccidén matemidtica.
Podemos generar xc(t) en nuestro laboratorio y transmitirla al laboratorio del pasillo.
Solo necesitamos dos generadores de seflales sinusoidales, configurados a la misma
frecuencia f,. (Sin embargo, debemos sincronizar estos dos generadores de hardware para
que su desfase relativo se fije en 90°). A continuacidn, conectamos cables coaxiales a
los conectores de salida de los generadores y los llevamos, etiquetados como 'i(t)'
para la sefial coseno y 'g(t)' para la sefial sinusoidal, por el pasillo hasta su
destino.

RAhora, un cuestionario de dos preguntas. En el otro laboratorio, ¢qué veriamos en la
pantalla de un osciloscopio si las sefiales continuas i(t) y g(t) se conectaran a los
canales de entrada horizontal y vertical, respectivamente, del osciloscopio?
(Recordando, por supuesto, configurar el control de barrido horizontal del osciloscopio
en la posicién "Externo").

O-scope
q(t) = sin(2nf,t) ——m=® Vert. In
i(t) = cos(2nfot) ——@ Horiz. In

Figura 20. Visualizacién de una sefial en cuadratura utilizando un osciloscopio.

A continuacién, ¢qué se veria en la pantalla del osciloscopio si los cables estuvieran
mal etiquetados y las dos sefiales se intercambiaran inadvertidamente?
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La respuesta a la primera pregunta es que veriamos un punto brillante girando en sentido
antihorario en circulo en la pantalla del osciloscopio. Si se intercambiaran los cables,
veriamos otro circulo, pero esta vez orbitaria en sentido horario. Esto seria una buena

demostracién si fijaramos las frecuencias de los generadores de seflales a, por ejemplo,

1 Hz.

Este ejemplo de osciloscopio nos ayuda a responder la importante pregunta: ";Cémo se
implementa el operador j en el hardware cuando trabajamos con seflales en cuadratura?". La
respuesta es que no podemos comprar un operador j en una tienda fisica y soldarlo a una placa
de circuito. El operador j se implementa mediante el tratamiento de las dos sefiales entre si.
Debemos tratarlas ortogonalmente, de modo que la sefial en fase i(t) represente un valor Este-
Oeste, y la sefial en fase en cuadratura qg(t) represente un valor ortogonal Norte-Sur. (Por
ortogonal, me refiero a que la direccién Norte-Sur estd orientada exactamente 90° con respecto
a la direccién Este-Oeste). Por lo tanto, en nuestro ejemplo de osciloscopio, el operador j se
implementa simplemente mediante la forma en que se realizan las conexiones al osciloscopio. La
sefial en fase i(t) controla la deflexidn horizontal y la sefial en fase en cuadratura q(t)
controla la deflexidén vertical. El resultado es una seflal de cuadratura bidimensional
representada por la posicién instantdnea del punto en la pantalla del osciloscopio.

Una persona en el laboratorio al final del pasillo que recibe, digamos, las secuencias
discretas i(n) y g(n) tiene la capacidad de controlar la orientacién de los espectros
complejos finales sumando o restando la secuencia jg(n) como se muestra en la Figura 21.

7 L’}i(n)—jq(n) —1

B2 Frecuencia

F i)+ jan) - -
B2 0 B/Z Frgcuencia

i(n)

Yy

Figura 21. Uso del signo de g(n) para controlar la orientacién espectral.

La trayectoria superior en la Figura 21 equivale a multiplicar el xpp(t) original por
e-J2ret vy la trayectoria inferior equivale a multiplicar el xpp(t) por ed?™ct. Por lo tanto,
si la porcidén en cuadratura de nuestro oscilador en cuadratura en la parte superior de la
Figura 14 hubiera sido negativa, -sin(2mfct), los espectros complejos resultantes estarian
invertidos (aproximadamente 0 Hz) con respecto a los espectros mostrados en la Figura 21.

Mientras pensamos en invertir espectros complejos, recordemos que existen dos maneras
sencillas de invertir la magnitud espectral de una secuencia x(n) = i(n) + jg(n). Como se
muestra en la Figura 21, podemos realizar una conjugacidn para obtener un espectro

x'(n) = i(n) - jg(n) con magnitud invertida. El segundo método consiste en intercambiar
los valores de muestra individuales i(n) y g(n) de x(n) para crear una nueva secuencia y
(n) = g(n) + ji(n), cuya magnitud espectral se invierte con respecto a la magnitud
espectral de x(n). (Cabe destacar que, si bien las magnitudes espectrales de x'(n) e y(n)
son iguales, sus fases espectrales no lo son).

Conclusiones

Con esto finaliza nuestro breve tutorial sobre seflales en cuadratura. Aprendimos que
usar el plano complejo para visualizar las descripciones matemdticas de los nlmeros
complejos nos permitidé comprender la relacidn entre las sefiales en cuadratura y las
reales. Vimos cémo las representaciones tridimensionales en el dominio de la frecuencia
nos ayudan a comprender cédmo se generan, traducen en frecuencia, combinan y separan las
seflales en cuadratura. Finalmente, revisamos un ejemplo de muestreo en cuadratura y dos
esquemas para invertir el espectro de una secuencia en cuadratura.
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La respuesta a la pregunta de trivia que sigue a la ecuacién (5) es: El espantapdjaros
en E1 mago de Oz.

¢Has escuchado esta pequefia historia?

Durante su estancia en Berlin, Leonhard Euler participdé a menudo en debates filoséficos,
especialmente con Voltaire. Desafortunadamente, su capacidad filosdéfica era limitada y a
menudo cometia errores para diversidén de todos los involucrados. Sin embargo, a su
regreso a Rusia, se vengd. Catalina la Grande habia invitado a su corte al famoso
filésofo francés Diderot, quien, para disgusto de la zarina, intentd convertir a sus
stbditos al ateismo. Le pididé a Euler que lo silenciara. Un dia en la corte, el fildsofo
francés, que carecia de conocimientos matemédticos, fue informado de que alguien tenia
una prueba matemdtica de la existencia de Dios. Pidid escucharla. Euler entonces dio un
paso al frente y declaré:

- a + b* . .
"Sefior, O por lo tanto, Dios existe; jresponda!".
Diderot no tenia ni idea de qué hablaba Euler. Sin embargo, si entendidé el coro de risas
que siguid y poco después regresd a Francia. Aunque es una historia simpatica, los
historiadores matemdticos serios no la creen. Saben que Diderot tenia algunos
conocimientos matemdticos y no pueden imaginarse a Euler haciendo payasadas de esa
manera.
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