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A Quadrature Signals Tutorial: Complex, But Not Complicated 

 
by Richard Lyons  [December 2017] 

 
Introduction 
Quadrature signals are based on the notion of complex numbers and perhaps no 
other topic causes more heartache for newcomers to DSP than these numbers and 
their strange terminology of j-operator, complex, imaginary, real, and 
orthogonal. If you're a little unsure of the physical meaning of complex 
numbers and the j = -1 operator, don't feel bad because you're in good 
company. Why even Karl Gauss, one the world's greatest mathematicians, called 
the j-operator the "shadow of shadows". Here we'll shine some light on that 
shadow so you'll never have to call the Quadrature Signal Psychic Hotline for 
help. 
 
Quadrature signal processing is used in many fields of science and 
engineering, and quadrature signals are necessary to describe the processing 
and implementation that takes place in modern digital communications systems. 
In this tutorial we'll review the fundamentals of complex numbers and get 
comfortable with how they're used to represent quadrature signals. Next we 
examine the notion of negative frequency as it relates to quadrature signal 
algebraic notation, and learn to speak the language of quadrature processing. 
In addition, we'll use three-dimensional time and frequency-domain plots to 
give some physical meaning to quadrature signals. This tutorial concludes with 
a brief look at how a quadrature signal can be generated by means of 
quadrature-sampling. 
 
Why Care About Quadrature Signals? 
Quadrature signal formats, also called complex signals, are used in many 
digital signal processing applications such as: 
 
  - digital communications systems,  
  - radar systems, 
  - time difference of arrival processing in radio direction 
     finding schemes 
  - coherent pulse measurement systems,  
  - antenna beamforming applications, 
  - single sideband modulators, 
  - etc. 
 
These applications fall in the general category known as quadrature 
processing, and they provide additional processing power through the coherent 
measurement of the phase of sinusoidal signals. 
 
A quadrature signal is a two-dimensional signal whose value at some instant in 
time can be specified by a single complex number having two parts; what we 
call the real part and the imaginary part. (The words real and imaginary, 
although traditional, are unfortunate because of their meanings in our every 
day speech. Communications engineers use the terms in-phase and quadrature 
phase. More on that later.) Let's review the mathematical notation of these 
complex numbers.  
 
The Development and Notation of Complex Numbers 
To establish our terminology, we define a real number to be those numbers we 
use in every day life, like a voltage, a temperature on the Fahrenheit scale, 
or the balance of your checking account. These one-dimensional numbers can be 
either positive or negative as depicted in Figure 1(a). In that figure we show 
a one-dimensional axis and say that a single real number can be represented by 
a point on that axis. Out of tradition, let's call this axis, the Real axis. 
 

Un tutorial sobre señales en cuadratura: complejo, pero no complicado

Introducción

Las señales de cuadratura se basan en la noción de números complejos, y quizás ningún 
otro tema cause más angustia a quienes se inician en DSP que estos números y su 
extraña terminología: operador j, complejo, imaginario, real y ortogonal. Si no está 
seguro del significado físico de los números complejos y del operador j = -1, no se 
preocupe, porque no está solo. ¿Por qué incluso Karl Gauss, uno de los matemáticos más 
importantes del mundo, llamó al operador j la "sombra de sombras"? Aquí arrojaremos 
algo de luz sobre esa sombra para que nunca tenga que llamar a la línea directa de 
ayuda psíquica de señales de cuadratura.

El procesamiento de señales en cuadratura se utiliza en muchos campos de la ciencia y 
la ingeniería, y las señales en cuadratura son necesarias para describir el 
procesamiento y la implementación que se lleva a cabo en los sistemas de 
comunicaciones digitales modernos. En este tutorial, repasaremos los fundamentos de 
los números complejos y nos familiarizaremos con su uso para representar señales en 
cuadratura. A continuación, examinaremos el concepto de frecuencia negativa en 
relación con la notación algebraica de señales en cuadratura y aprenderemos a hablar 
el lenguaje del procesamiento en cuadratura. Además, utilizaremos gráficos 
tridimensionales en el dominio del tiempo y la frecuencia para dar un significado 
físico a las señales en cuadratura. Este tutorial concluye con un breve vistazo a cómo 
se puede generar una señal en cuadratura mediante muestreo en cuadratura.

¿Por qué preocuparse por las señales de cuadratura?

Los formatos de señales en cuadratura, también llamados señales complejas, se utilizan 
en numerosas aplicaciones de procesamiento digital de señales, como:

- sistemas de comunicaciones digitales,
- sistemas de radar,
- procesamiento de la diferencia de tiempo de llegada en sistemas de radiogoniometría,
- sistemas de medición de pulsos coherentes,- aplicaciones de formación de haz de 
antena,
- moduladores de banda lateral única,
- etc.

Estas aplicaciones se enmarcan en la categoría general conocida como procesamiento en 
cuadratura y proporcionan mayor potencia de procesamiento mediante la medición 
coherente de la fase de señales sinusoidales.

Una señal en cuadratura es una señal bidimensional cuyo valor en un instante 
determinado puede especificarse mediante un único número complejo compuesto por dos 
partes: la parte real y la parte imaginaria. (Los términos «real» e «imaginario», 
aunque tradicionales, resultan desafortunados debido a sus significados en el lenguaje 
cotidiano. Los ingenieros de comunicaciones utilizan los términos «en fase» y «fase en 
cuadratura». Más adelante se hablará de ello). Repasemos la notación matemática de 
estos números complejos.

El desarrollo y la notación de números complejos

Para establecer nuestra terminología, definimos un número real como aquellos números 
que usamos en la vida cotidiana, como un voltaje, una temperatura en la escala 
Fahrenheit o el saldo de una cuenta corriente. Estos números unidimensionales pueden 
ser positivos o negativos, como se muestra en la Figura 1(a). En dicha figura, 
mostramos un eje unidimensional y decimos que un solo número real puede representarse 
mediante un punto en dicho eje. Tradicionalmente, llamaremos a este eje el eje real.
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Figure 1.  An graphical interpretation of a real number and a complex number. 
 
A complex number, c, is shown in Figure 1(b) where it's also represented as a 
point. However, complex numbers are not restricted to lie on a one-dimensional 
line, but can reside anywhere on a two-dimensional plane. That plane is called 
the complex plane (some mathematicians like to call it an Argand diagram), and 
it enables us to represent complex numbers having both real and imaginary 
parts. For example in Figure 1(b), the complex number c = 2.5 + j2 is a point 
lying on the complex plane on neither the real nor the imaginary axis. We 
locate point c by going +2.5 units along the real axis and up +2 units along 
the imaginary axis. Think of those real and imaginary axes exactly as you 
think of the East-West and North-South directions on a road map. 
 
We'll use a geometric viewpoint to help us understand some of the arithmetic 
of complex numbers. Taking a look at Figure 2, we can use the trigonometry of 
right triangles to define several different ways of representing the complex 
number c. 
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Figure 2  The phasor representation of complex number c = a + jb on the complex 
plane. 

 
Our complex number c is represented in a number of different ways in the 
literature, such as: 
 
 

Notation 
Name: 

Math 
Expression: 

Remarks:  

Rectangular 
form:  
 

c = a + jb Used for explanatory purposes. 
Easiest to understand. [Also 
called the Cartesian form.] 

(1) 

Trigonometric 
form:  

c = 
M[cos() + 
jsin()] 

Commonly used to describe 
quadrature signals in 
communications systems. 

(2) 

Polar form:  
  

c = Mej  Most puzzling, but the primary 
form used in math equations. 
[Also called the Exponential 
form. Sometimes written as 
Mexp(j).]  

(3) 

Magnitude-
angle form:  

c = M  Used for descriptive purposes, 
but too cumbersome for use in 
algebraic equations. 

(4) 

 

Figura 1. Una interpretación gráfica de un número real y un número complejo.

Un número complejo, c, se muestra en la Figura 1(b), donde también se representa como un 
punto. Sin embargo, los números complejos no se limitan a una línea unidimensional, sino 
que pueden residir en cualquier punto de un plano bidimensional. Este plano se denomina 
plano complejo (algunos matemáticos lo llaman diagrama de Argand) y permite representar 
números complejos con partes reales e imaginarias. Por ejemplo, en la Figura 1(b), el 
número complejo c = 2,5 + j2 es un punto que no se encuentra en el plano complejo ni en 
el eje real ni en el imaginario. Localizamos el punto c desplazándonos 2,5 unidades a lo 
largo del eje real y 2 unidades hacia arriba a lo largo del eje imaginario. Piensa en 
estos ejes real e imaginario exactamente como piensas en las direcciones Este-Oeste y 
Norte-Sur en un mapa de carreteras.

Utilizaremos un punto de vista geométrico para comprender algunos aspectos de la 
aritmética de los números complejos. Observando la Figura 2, podemos usar la 
trigonometría de triángulos rectángulos para definir varias formas de representar el 
número complejo c.

Figura 2 La representación fasorial del número complejo c = a + jb en el plano complejo.

Nuestro número complejo c está representado de diferentes maneras en la literatura, 
como por ejemplo:

Se utiliza con fines explicativos. 
Es la más fácil de entender. 
[También llamada forma cartesiana].

Se utiliza comúnmente para 
describir señales en cuadratura en 
sistemas de comunicaciones.

La más desconcertante, pero la 
principal forma utilizada en 
ecuaciones matemáticas.[También 
llamada forma exponencial. A veces 
se escribe como Mexp(j ).]

Se utiliza con fines descriptivos, 
pero es demasiado engorroso para su 
uso en ecuaciones algebraicas.

Forma
rectangular:

Forma 
trigonométrica:

Forma polar:

Forma magnitud-
ángulo:

 Notación
 Nombre:

 Expresión
 Matemática:

 Observaciones:

Eje 
imaginario (j)

Eje
real

Eje
real

Este punto representa el 
número real a = -2.2

Este punto representa
el número complejo
c = 2.5 + j2

línea +j2 línea +2.5

Eje 
imaginario (j)

Eje
real
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Eqs. (3) and (4) remind us that c can also be considered the tip of a phasor 
on the complex plane, with magnitude M, oriented in the direction of  radians 
relative to the positive real axis as shown in Figure 2. Keep in mind that c 
is a complex number and the variables a, b, M, and  are all real numbers. The 
magnitude of c, sometimes called the modulus of c, is 
 

    M = |c| = a2 + b2                                   (5)  

 
[Trivia question: In what 1939 movie, considered by many to be the greatest 
movie ever made, did a main character attempt to quote Eq. (5)?] 
 

 
 
 
OK, back to business. The phase angle , or argument, is the arctangent of the 

ratio 
imaginary part

real part , or 

 

     = tan -1  
 b 
 a                                  (6)  

 

If we set Eq. (3) equal to Eq. (2), Mej = M[cos() + jsin()] , we can state 
what's named in his honor and now called one of Euler's identities as: 
 

    ej =  cos() + jsin()                          (7)  
 
The suspicious reader should now be asking, "Why is it valid to represent a 
complex number using that strange expression of the base of the natural 
logarithms, e, raised to an imaginary power?" We can validate Eq. (7) as did the 
world's greatest expert on infinite series, Herr Leonard Euler, by plugging j in 
for z in the series expansion definition of ez in the top line of Figure 3. That 
substitution is shown on the second line.  
 

   ez = 1 + z + 
 z2 
2!  + 

 z3 
3!  + 

 z4 
4!  + 

 z5 
5!  + 

 z6 
6!  + ...  

   ej = 1 + j + 
 (j)2 

2!  + 
 (j)3 

3!  + 
 (j)4 

4!  + 
 (j)5 

5!  + 
 (j)6 

6!  + ...  

       = 1  +  j  - 
 2 
2!   - j 

 3 
3!   +  

 4 
4!   + j 

 5 
5!   - 

 6 
6!   + ...  

 
                        ej =   cos() + jsin() 

 
Figure 3  One derivation of Euler's equation using series expansions for ez, cos(), 

and sin(). 
 

Las ecuaciones (3) y (4) nos recuerdan que c también puede considerarse el vértice de 
un fasor en el plano complejo, con magnitud M, orientado en la dirección de  radianes 
con respecto al eje real positivo, como se muestra en la Figura 2. Tenga en cuenta que 
c es un número complejo y que las variables a, b, M y  son números reales. La 
magnitud de c, a veces llamada módulo de c, es

[Pregunta trivia: ¿En qué película de 1939, considerada por muchos como la mejor 
película jamás realizada, un personaje principal intentó citar la ecuación (5)?]

Bien, volvamos al tema. El ángulo de fase , o argumento, es la arcotangente de la 
relación parte imaginaria 
            parte real   , o

Si establecemos la ecuación (3) igual a la ecuación (2), Mej  = M[cos( ) + jsin( )] , 
podemos enunciar lo que se nombra en su honor y ahora se llama una de las identidades 
de Euler como:

El lector desconfiado debería preguntarse ahora: "¿Por qué es válido representar un 
número complejo usando esa extraña expresión de la base de los logaritmos naturales, 
e, elevada a una potencia imaginaria?". Podemos validar la ecuación (7), como hizo el 
mayor experto mundial en series infinitas, Herr Leonard Euler, sustituyendo j  por z 
en la definición de desarrollo en serie de ez en la línea superior de la Figura 3. 
Dicha sustitución se muestra en la segunda línea.

Figura 3 Una derivación de la ecuación de Euler utilizando expansiones en serie para ez, 
cos( ) y sin( ).
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Next we evaluate the higher orders of j to arrive at the series in the third 
line in the figure. Those of you with elevated math skills like Euler (or 
those who check some math reference book) will recognize that the alternating 
terms in the third line are the series expansion definitions of the cosine and 
sine functions. 
 
Figure 3 verifies Eq. (7) and our representation of a complex number using the 

Eq. (3) polar form: Mej. If you substitute -j for z in the top line of 
Figure 3, you'd end up with a slightly different, and very useful, form of 
Euler's identity: 
 

    e-j =  cos() - jsin()                   (8)  
 
The polar form of Eqs. (7) and (8) benefits us because: 
 
 - It simplifies mathematical derivations and analysis, 
  -- turning trigonometric equations into the simple algebra of  
     exponents, 
  -- math operations on complex numbers follow exactly the same rules 
     as real numbers. 
 - It makes adding signals merely the addition of complex numbers 
   (vector addition), 
 - It's the most concise notation,  
 - It's indicative of how digital communications system are 
   implemented, and described in the literature. 
 
We'll be using Eqs. (7) and (8) to see why and how quadrature signals are used 
in digital communications applications. But first, let’s take a deep breath 
and enter the Twilight Zone of that 'j' operator. 
 
You've seen the definition j = -1 before. Stated in words, we say that j 
represents a number when multiplied by itself results in a negative one. Well, 
this definition causes difficulty for the beginner because we all know that 
any number multiplied by itself always results in a positive number.  
 
  Unfortunately DSP textbooks often define the symbol j and  
  then, with justified haste, swiftly carry on with all the  
  ways that the j operator can be used to analyze sinusoidal  
  signals. Readers soon forget about the question: What does  
  j = -1 actually mean?  
 
Well, -1 had been on the mathematical scene for some time, but wasn't taken 
seriously until it had to be used to solve cubic equations in the sixteenth 
century. [1], [2] Mathematicians reluctantly began to accept the abstract 
concept of -1, without having to visualize it, because its mathematical 
properties were consistent with the arithmetic of normal real numbers. 
 
It was Euler's equating complex numbers to real sines and cosines, and Gauss' 
brilliant introduction of the complex plane, that finally legitimized the 
notion of -1 to Europe's mathematicians in the eighteenth century. Euler, 
going beyond the province of real numbers, showed that complex numbers had a 
clean consistent relationship to the well-known real trigonometric functions 
of sines and cosines. As Einstein showed the equivalence of mass and energy, 
Euler showed the equivalence of real sines and cosines to complex numbers. 
Just as modern-day physicists don’t know what an electron is but they 
understand its properties, we’ll not worry about what 'j' is and be satisfied 
with understanding its behavior. For our purposes, the j-operator means rotate 
a complex number by 90o counterclockwise. (For you good folk in the UK, 
counterclockwise means anti-clockwise.) Let's see why. 
 
We'll get comfortable with the complex plane representation of imaginary 
numbers by examining the mathematical properties of the j = -1 operator as 

A continuación, evaluamos los órdenes superiores de j para llegar a la serie en la 
tercera línea de la figura. Quienes tengan conocimientos matemáticos avanzados, como 
Euler (o quienes consulten algún libro de referencia de matemáticas), reconocerán que 
los términos alternados en la tercera línea son las definiciones de desarrollo en 
serie de las funciones coseno y seno.

La Figura 3 verifica la Ecuación (7) y nuestra representación de un número complejo 
mediante la forma polar de la Ecuación (3): Mej . Si se sustituye -j  por z en la 
línea superior de la Figura 3, se obtiene una forma ligeramente diferente, y muy 
útil, de la identidad de Euler:

La forma polar de las ecuaciones (7) y (8) nos beneficia porque:
- Simplifica las derivaciones y el análisis matemáticos,
 -- Convierte las ecuaciones trigonométricas en el álgebra simple de exponentes,
 -- Las operaciones matemáticas con números complejos siguen exactamente las mismas 
reglas que con los números reales.
- Convierte la suma de señales en simplemente la suma de números complejos (suma 
vectorial),
- Es la notación más concisa,
- Es indicativa de cómo se implementan y describen los sistemas de comunicaciones 
digitales en la literatura.

Utilizaremos las ecuaciones (7) y (8) para ver por qué y cómo se utilizan las 
señales en cuadratura en aplicaciones de comunicaciones digitales. Pero primero, 
respiremos hondo y entremos en la dimensión desconocida del operador «j».

Ya has visto la definición de j = -1. Expresada en palabras, decimos que j representa 
un número que, multiplicado por sí mismo, da como resultado un número negativo. Esta 
definición puede ser difícil para quienes empiezan, ya que todos sabemos que cualquier 
número multiplicado por sí mismo siempre da como resultado un número positivo.

Desafortunadamente, los libros de texto de DSP a menudo definen el símbolo j 
y luego, con justificada prisa, pasan rápidamente a explicar todas las 
formas en que el operador j puede usarse para analizar señales sinusoidales. 
Los lectores pronto olvidan la pregunta: ¿Qué significa

¿que significa realmente?

Bueno, -1 había estado en la escena matemática durante algún tiempo, pero no fue 
tomado en serio hasta que tuvo que usarse para resolver ecuaciones cúbicas en el siglo 
XVI. [1], [2] Los matemáticos comenzaron a aceptar a regañadientes el concepto 
abstracto de -1, sin tener que visualizarlo, porque sus propiedades matemáticas eran 
consistentes con la aritmética de los números reales normales.

Fue la equiparación de Euler de los números complejos con senos y cosenos reales, y la 
brillante introducción del plano complejo por Gauss, lo que finalmente legitimó la 
noción de -1 ante los matemáticos europeos del siglo XVIII. Euler, trascendiendo el 
ámbito de los números reales, demostró que los números complejos tenían una relación 
clara y consistente con las conocidas funciones trigonométricas reales de senos y 
cosenos. Así como Einstein demostró la equivalencia de masa y energía, Euler demostró 
la equivalencia de senos y cosenos reales con los números complejos.Así como los 
físicos modernos desconocen qué es un electrón, pero comprenden sus propiedades, 
nosotros no nos preocuparemos por qué es «j» y nos conformaremos con comprender su 
comportamiento. Para nuestros propósitos, el operador «j» significa rotar un número 
complejo 90° en sentido antihorario. (Para los británicos, «antihorario» significa en 
sentido contrario a las agujas del reloj). Veamos por qué.

Nos familiarizaremos con la representación plana compleja de números imaginarios 
examinando las propiedades matemáticas del operador j = -1 como 
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shown in Figure 4. 
 

–8 8 

Imaginary 
axis
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Figure 4.  What happens to the real number 8 when you start multiplying  
           it by j. 

 
Multiplying any number on the real axis by j results in an imaginary product 
that lies on the imaginary axis. The example in Figure 4 shows that if +8 is 
represented by the dot lying on the positive real axis, multiplying +8 by j 
results in an imaginary number, +j8, whose position has been rotated 90o 
counterclockwise (from +8) putting it on the positive imaginary axis. 
Similarly, multiplying +j8 by j results in another 90o rotation yielding the -
8 lying on the negative real axis because j2 = -1. Multiplying -8 by j results 
in a further 90o rotation giving the -j8 lying on the negative imaginary axis. 
Whenever any number represented by a dot is multiplied by j, the result is a 
counterclockwise rotation of 90o. (Conversely, multiplication by -j results in 
a clockwise rotation of -90o on the complex plane.) 
 
If we let  = /2 in Eq. 7, we can say that  
 

    ej/2 = cos(/2) + jsin(/2) = 0 + j1 , or 

    ej/2 = j                                           (9)  

 
Here's the point to remember. If you have a single complex number, represented 

by a point on the complex plane, multiplying that number by j or by ej/2 will 
result in a new complex number that's rotated 90o counterclockwise (CCW) on 
the complex plane. Don't forget this, as it will be useful as you begin 
reading the literature of quadrature processing systems!  
 
Let's pause for a moment here to catch our breath. Don't worry if the ideas of 
imaginary numbers and the complex plane seem a little mysterious. It's that 
way for everyone at first—you'll get comfortable with them the more you use 
them. (Remember, the j-operator puzzled Europe's heavyweight mathematicians 
for hundreds of years.) Granted, not only is the mathematics of complex 
numbers a bit strange at first, but the terminology is almost bizarre. While 
the term imaginary is an unfortunate one to use, the term complex is downright 
weird. When first encountered, the phrase complex numbers makes us think 
'complicated numbers'. This is regrettable because the concept of complex 
numbers is not really all that complicated. Just know that the purpose of the 
above mathematical rigmarole was to validate Eqs. (2), (3), (7), and (8). Now, 
let's (finally!) talk about time-domain signals. 
 
Representing Real Signals Using Complex Phasors 
OK, we now turn our attention to a complex number that is a function time. 
Consider a number whose magnitude is one, and whose phase angle increases with 

time. That complex number is the ej2fot point shown in Figure 5(a). (Here the 

se muestra en la Figura 4.

Multiplicar cualquier número en el eje real por j da como resultado un producto imaginario 
que se encuentra en el eje imaginario. El ejemplo de la Figura 4 muestra que si +8 está 
representado por el punto que se encuentra en el eje real positivo, multiplicar +8 por j da 
como resultado un número imaginario, +j8, cuya posición se ha rotado 90° en sentido 
antihorario (desde +8), colocándolo en el eje imaginario positivo. De manera similar, 
multiplicar +j8 por j da como resultado otra rotación de 90°, lo que da como resultado el -8 
que se encuentra en el eje real negativo, ya que j2 = -1. Multiplicar -8 por j da como 
resultado otra rotación de 90°, lo que da como resultado el -j8 que se encuentra en el eje 
imaginario negativo. Siempre que cualquier número representado por un punto se multiplica 
por j, el resultado es una rotación de 90° en sentido antihorario. (A la inversa, la 
multiplicación por -j da como resultado una rotación de -90° en el sentido horario en el 
plano complejo).

Si dejamos = /2 en la ecuación 7, podemos decir que

Este es el punto a recordar. Si tienes un solo número complejo, representado por un 
punto en el plano complejo, multiplicarlo por j o por ej /2 dará como resultado un 
nuevo número complejo rotado 90° en sentido antihorario (CCW) en el plano complejo. 
No olvides esto, ya que te será útil al comenzar a leer la literatura sobre sistemas 
de procesamiento en cuadratura.

Hagamos una pausa para recuperar el aliento. No se preocupen si las ideas de números 
imaginarios y el plano complejo les parecen un poco misteriosas. Al principio, a todos 
nos resulta así; se familiarizarán con ellas cuanto más las usen. (Recuerden que el 
operador j desconcertó a los matemáticos europeos más influyentes durante siglos). Es 
cierto que las matemáticas de los números complejos no solo son un poco extrañas al 
principio, sino que la terminología es casi extraña. Si bien el término "imaginario" es 
desafortunado, el término "complejo" es francamente extraño. Al principio, la frase "
números complejos" nos hace pensar en "números complicados". Esto es lamentable, ya que 
el concepto de números complejos no es tan complicado. Simplemente sepan que el propósito 
de esta jerga matemática era validar las ecuaciones (2), (3), (7) y (8). Ahora, hablemos 
(¡por fin!) de las señales en el dominio del tiempo.

Representación de señales reales mediante fasores complejos

Bien, ahora nos centraremos en un número complejo que es una función del tiempo. 
Consideremos un número cuya magnitud es uno y cuyo ángulo de fase aumenta con el tiempo. 
Ese número complejo es el punto ej2fot que se muestra en la Figura 5(a). (Aquí el

Eje
real

Eje 
imaginario

multiplica por "j"

Figura 4. ¿Qué sucede con el número real 8 cuando comienzas a multiplicarlo por j
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2fo term is frequency in radians/second, and it corresponds to a frequency of 
fo cycles/second where fo is measured in Hertz.) As time t gets larger, the 
complex number's phase angle increases and our number orbits the origin of the 
complex plane in a CCW direction. Figure 5(a) shows the number, represented by 
the black dot, frozen at some arbitrary instant in time. If, say, the 
frequency fo = 2 Hz, then the dot would rotate around the circle two times per 

second. We can also think of another complex number e-j2fot (the white dot) 
orbiting in a clockwise direction because its phase angle gets more negative 
as time increases. 
 

t = time in seconds,

fo = frequency in Hertz

Imaginary 
axis

0 Real  
axis–1

1

j

–j

e

 = 2fot

 = –2fot

e

(a)

Imaginary 
axis

0 Real  
axis–1

1

j

–j

e

e

(b)

j2fot

–j2fot

j2fot

–j2fot

 = –2fot

 = 2fot

 
 

Figure 5.  A snapshot, in time, of two complex numbers whose exponents change 
with time. 

 

Let's now call our two ej2fot and e-j2fot complex expressions quadrature 
signals. They each have quadrature real and imaginary parts, and they are both 

functions of time. Those ej2fot and e-j2fot expressions are often called 
complex exponentials in the literature. 
 

We can also think of those two quadrature signals, ej2fot and e-j2fot, as the 
tips of two phasors rotating in opposite directions as shown in Figure 5(b). 
We're going to stick with this phasor notation for now because it'll allow us 
to achieve our goal of representing real sinusoids in the context of the 
complex plane. Don't touch that dial!  
 
To ensure that we understand the behavior of those phasors, Figure 6(a) shows 

the three-dimensional path of the ej2fot phasor as time passes. We've added 
the time axis, coming out of the page, to show the spiral path of the phasor. 

Figure 6(b) shows a continuous version of just the tip of the ej2fot phasor. 

That ej2fot complex number, or if you wish, the phasor's tip, follows a 
corkscrew path spiraling along, and centered about, the time axis. The real 

and imaginary parts of ej2fot are shown as the sine and cosine projections in 
Figure 6(b). 
 

El término 2 fo es la frecuencia en radianes/segundo y corresponde a una frecuencia 
de fo ciclos/segundo, donde fo se mide en hercios. A medida que el tiempo t aumenta, 
el ángulo de fase del número complejo aumenta y nuestro número orbita el origen del 
plano complejo en sentido antihorario. La Figura 5(a) muestra el número, 
representado por el punto negro, congelado en un instante arbitrario. Si, por 
ejemplo, la frecuencia fo = 2 Hz, el punto rotaría alrededor del círculo dos veces 
por segundo. También podemos pensar en otro número complejo e-j2 fot (el punto blanco) 
orbitando en sentido horario, ya que su ángulo de fase se vuelve más negativo a 
medida que aumenta el tiempo.

Figura 5. Una instantánea, en el tiempo, de dos números complejos cuyos exponentes 
cambian con el tiempo.

Llamemos ahora a nuestras dos expresiones complejas ej2 fot y e-j2 fot señales en 
cuadratura. Cada una tiene partes reales e imaginarias en cuadratura, y ambas son 
funciones del tiempo. En la literatura, estas expresiones ej2 fot y e-j2 fot se denominan a 
menudo exponenciales complejas.

También podemos considerar estas dos señales en cuadratura, ej2 fot y e-j2 fot, como las 
puntas de dos fasores que giran en direcciones opuestas, como se muestra en la Figura 
5(b). Por ahora, seguiremos con esta notación fasorial, ya que nos permitirá lograr 
nuestro objetivo de representar sinusoides reales en el contexto del plano complejo. 
¡No toques ese dial!

Para comprender el comportamiento de estos fasores, la Figura 6(a) muestra la 
trayectoria tridimensional del fasor ej2 fot a medida que transcurre el tiempo. Hemos 
añadido el eje del tiempo, que sobresale de la página, para mostrar la trayectoria 
espiral del fasor. La Figura 6(b) muestra una versión continua de solo la punta del 
fasor ej2 fot. Ese número complejo ej2 fot, o si se prefiere, la punta del fasor, sigue 
una trayectoria en espiral a lo largo del eje del tiempo, centrada en él. Las partes 
real e imaginaria de ej2 fot se muestran como proyecciones seno y coseno en la Figura 6
(b).

Eje 
imaginario

Eje 
imaginario

Eje
real

Eje
real
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Figure 6.  The motion of the ej2fot phasor (a), and phasor 's tip (b). 
 
Return to Figure 5(b) and ask yourself: "Self, what's the vector sum of those 
two phasors as they rotate in opposite directions?" Think about this for a 
moment...  That's right, the phasors' real parts will always add 
constructively, and their imaginary parts will always cancel. This means that 

the summation of these ej2fot and e-j2fot phasors will always be a purely real 
number. Implementations of modern-day digital communications systems are based 
on this property! 
 
To emphasize the importance of the real sum of these two complex sinusoids 
we'll draw yet another picture. Consider the waveform in the three-dimensional 

Figure 7 generated by the sum of two half-magnitude complex phasors, ej2fot/2 

and e-j2fot/2, rotating in opposite directions around, and moving down along, 
the time axis.  
 

Time

t = 0 

Real  
axis

Imaginary 
axis ( j )

1

e

e
2

2

j2fot

cos(2fot)

–j2fot

 
 

Figure 7.  A cosine represented by the sum of two rotating complex phasors. 
 
Thinking about these phasors, it's clear now why the cosine wave can be 
equated to the sum of two complex exponentials by 
 

  cos(2fot) = 
 ejfot + e-jfot  

2  = 
 ejfot  

2  + 
 e-jfot  

2  .    (10)  

 
Eq. (10), a well-known and important expression, is also called one of Euler's 
identities. We could have derived this identity by solving Eqs. (7) and (8) 

Regrese a la Figura 5(b) y pregúntese: ¿cuál es la suma vectorial de esos dos fasores 
al girar en direcciones opuestas? Piense en esto por un momento... Así es, las partes 
reales de los fasores siempre se sumarán constructivamente, y sus partes imaginarias 
siempre se cancelarán. Esto significa que la suma de estos fasores ej2 fot y e-j2 fot 
siempre será un número real puro. ¡Las implementaciones de los sistemas de 
comunicaciones digitales modernos se basan en esta propiedad!

Figura 7. Un coseno representado por la suma de dos fasores complejos rotatorios.

Pensando en estos fasores, ahora está claro por qué la onda coseno puede equipararse 
a la suma de dos exponenciales complejos por

La ecuación (10), una expresión conocida e importante, también se denomina identidad 
de Euler. Podríamos haber obtenido esta identidad resolviendo las ecuaciones (7) y (8)

Eje real

Eje real

Para enfatizar la importancia de la suma real de estas dos sinusoides complejas, 
dibujaremos otra imagen. Considere la forma de onda en la Figura 7 tridimensional 
generada por la suma de dos fasores complejos de media magnitud, ej2 fot/2 y e-j2 fot/2, que 
giran en direcciones opuestas alrededor del eje del tiempo y descienden a lo largo de 
él.

Figura 6. El movimiento del fasor ej2 fot (a) y la punta del fasor (b).
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for jsin(), equating those two expressions, and solving that final equation 
for cos(). Similarly, we could go through that same algebra exercise and show 
that a real sine wave is also the sum of two complex exponentials as 
 

  sin(fot) = 
ejfot - e-jfot  

2j  = 
 j e-jfot  

2  – 
 j ejfot  

2  .    (11)  

 
Look at Eqs. (10) and (11) carefully. They are the standard expressions for a 
cosine wave and a sine wave, using complex notation, seen throughout the 
literature of quadrature communications systems. To keep the reader's mind 
from spinning like those complex phasors, please realize that the sole purpose 
of Figures 5 through 7 is to validate the complex expressions of the cosine 
and sine wave given in Eqs. (10) and (11). Those two equations, along with 
Eqs. (7) and (8), are the Rosetta Stone of quadrature signal processing.  
 

 cos(2fot) =

e
2

ej2fot

2
+

-j2fot

 
 
We can now easily translate, back and forth, between real sinusoids and 
complex exponentials. Again, we are learning how real signals, that can be 
transmitted down a coax cable or digitized and stored in a computer's memory, 
can be represented in complex number notation. Yes, the constituent parts of a 
complex number are each real, but we're treating those parts in a special 
waywe're treating them in quadrature. 
 
Representing Quadrature Signals In the Frequency Domain 
Now that we know something about the time-domain nature of quadrature signals, 
we're ready to look at their frequency-domain descriptions. This material is 
critical because we’ll add a third dimension, time, to our normal two-
dimensional frequency domain plots. That way none of the phase relationships 
of our quadrature signals will be hidden from view. Figure 8 tells us the 
rules for representing complex exponentials in the frequency domain.  
 

–j2fote
2

ej2fot

2
– jj

Negative
 frequency

Magnitude is 1/2

Positive
 frequency

Direction along the 
 imaginary axis

 
 

Figure 8.  Interpretation of complex exponentials. 
 
We'll represent a single complex exponential as a narrowband impulse located 
at the frequency specified in the exponent. In addition, we'll show the phase 
relationships between the spectra of those complex exponentials along the real 
and imaginary axes of our complex frequency domain representation. With all 
that said, take a look at Figure 9. 
 
 

para jsin( ), igualando esas dos expresiones y resolviendo la ecuación final para 
cos( ). De manera similar, podríamos realizar el mismo ejercicio de álgebra y 
demostrar que una onda sinusoidal real también es la suma de dos exponenciales 

Analice atentamente las ecuaciones (10) y (11). Son las expresiones estándar para una 
onda coseno y una onda seno, utilizando notación compleja, presentes en la literatura 
sobre sistemas de comunicaciones en cuadratura. Para evitar que el lector se 
desoriente como esos complejos fasores, tenga en cuenta que el único propósito de las 
figuras 5 a 7 es validar las expresiones complejas de la onda coseno y seno dadas en 
las ecuaciones (10) y (11). Estas dos ecuaciones, junto con las ecuaciones (7) y (8), 
son la piedra de Rosetta del procesamiento de señales en cuadratura.

Ahora podemos traducir fácilmente, de ida y vuelta, entre sinusoides reales y 
exponenciales complejas. De nuevo, estamos aprendiendo cómo las señales reales, que 
pueden transmitirse por un cable coaxial o digitalizarse y almacenarse en la memoria 
de una computadora, pueden representarse en notación de números complejos. Sí, las 
partes constituyentes de un número complejo son reales, pero las tratamos de una 
manera especial: las tratamos en cuadratura.

Representación de señales en cuadratura en el dominio de la frecuencia

Ahora que conocemos la naturaleza temporal de las señales en cuadratura, estamos listos 
para analizar sus descripciones en el dominio de la frecuencia. Este material es crucial, 
ya que añadiremos una tercera dimensión, el tiempo, a nuestros gráficos bidimensionales 
habituales en el dominio de la frecuencia. De esta forma, ninguna de las relaciones de 
fase de nuestras señales en cuadratura quedará oculta. La Figura 8 nos muestra las reglas 
para representar exponenciales complejas en el dominio de la frecuencia.

Figura 8. Interpretación de exponenciales complejas.

Representaremos una exponencial compleja como un impulso de banda estrecha ubicado 
en la frecuencia especificada en el exponente. Además, mostraremos las relaciones 
de fase entre los espectros de dichas exponenciales complejas a lo largo de los 
ejes real e imaginario de nuestra representación en el dominio de frecuencia 
complejo. Dicho esto, observe la Figura 9.

Frecuencia
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Figure 9.  Complex frequency domain representation of a cosine wave and sine 
wave. 

 
See how a real cosine wave and a real sine wave are depicted in our complex 
frequency domain representation on the right side of Figure 9. Those bold 
arrows on the right of Figure 9 are not rotating phasors, but instead are 
frequency-domain impulse symbols indicating a single spectral line for a 

single complex exponential ej2fot. The directions in which the spectral 
impulses are pointing merely indicate the relative phases of the spectral 
components. The amplitude of those spectral impulses are 1/2. OK ... why are 
we bothering with this 3-D frequency-domain representation? Because it's the 
tool we'll use to understand the generation (modulation) and detection 
(demodulation) of quadrature signals in digital (and some analog) 
communications systems, and those are two of the goals of this tutorial. 
However, before we consider those processes let's validate this frequency-
domain representation with a little example. 
 
Figure 10 is a straightforward example of how we use the complex frequency 
domain. There we begin with a real sine wave, apply the j operator to it, and 
then add the result to a real cosine wave of the same frequency. The final 

result is the single complex exponential ej2fot illustrating graphically 
Euler's identity that we stated mathematically in Eq. (7). 
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Figure 10.  Complex frequency-domain view of Euler's: ej2fot = cos(2fot) + 
jsin(2fot). 

 
On the frequency axis, the notion of negative frequency is seen as those 
spectral impulses located at -2fo radians/sec on the frequency axis. This 
figure shows the big payoff: When we use complex notation, generic complex 

exponentials like ej2ft and e-j2ft are the fundamental constituents of the 

Figura 9. Representación compleja en el dominio de frecuencia de una onda 
coseno y una onda seno.

Vea cómo se representan una onda coseno real y una onda seno real en nuestra 
representación compleja del dominio de la frecuencia en el lado derecho de la Figura 
9. Esas flechas en negrita a la derecha de la Figura 9 no son fasores rotatorios, 
sino símbolos de impulso del dominio de la frecuencia que indican una sola línea 
espectral para un solo exponencial complejo ej2 fot. Las direcciones en las que 
apuntan los impulsos espectrales simplemente indican las fases relativas de los 
componentes espectrales. La amplitud de esos impulsos espectrales es 1/2. OK ... 
¿por qué nos molestamos con esta representación del dominio de la frecuencia en 3-D? 
Porque es la herramienta que usaremos para comprender la generación (modulación) y 
la detección (demodulación) de señales en cuadratura en sistemas de comunicaciones 
digitales (y algunos analógicos), y esos son dos de los objetivos de este tutorial. 
Sin embargo, antes de considerar esos procesos, validemos esta representación del 
dominio de la frecuencia con un pequeño ejemplo.

La Figura 10 es un ejemplo sencillo de cómo utilizamos el dominio de frecuencia complejo. 
En ella, comenzamos con una onda sinusoidal real, le aplicamos el operador j y, a 
continuación, sumamos el resultado a una onda coseno real de la misma frecuencia. El 
resultado final es la exponencial compleja única ej2 fot, que ilustra gráficamente la 
identidad de Euler que establecimos matemáticamente en la ecuación (7).

Figura 10. Vista compleja del dominio de frecuencia de Euler:

En el eje de frecuencia, la noción de frecuencia negativa se considera como aquellos 
impulsos espectrales ubicados a -2 fo radianes/s en el eje de frecuencia. Esta figura 
muestra la gran ventaja: cuando usamos notación compleja, las exponenciales complejas 
genéricas como ej2 ft y e-j2 ft son los componentes fundamentales de las sinusoides reales 
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real sinusoids sin(2ft) or cos(2ft). That's because both sin(2ft) and 
cos(2ft) are made up of ej2ft and e-j2ft components. If you were to take the 
discrete Fourier transform (DFT) of discrete time-domain samples of a 
sin(2fot) sine wave, a cos(2fot) cosine wave, or a ej2fot complex sinusoid and 
plot the complex results, you'd obtain exactly those narrowband impulses in 
Figure 10. 
 
If you understand the notation and operations in Figure 10, pat yourself on 
the back because you know a great deal about the nature and mathematics of 
quadrature signals. 
 
Bandpass Quadrature Signals In the Frequency Domain 
In quadrature processing, by convention, the real part of the spectrum is 
called the in-phase component and the imaginary part of the spectrum is called 
the quadrature component. The signals whose complex spectra are in Figure 
11(a), (b), and (c) are real, and in the time domain they can be represented 
by amplitude values that have nonzero real parts and zero-valued imaginary 
parts. We're not forced to use complex notation to represent them in the time 
domain—the signals are real.  
 
Real signals always have positive and negative frequency spectral components. 
For any real signal, the positive and negative frequency components of its in-
phase (real) spectrum always have even symmetry around the zero-frequency 
point. That is, the in-phase part's positive and negative frequency components 
are mirror images of each other. 
 
Conversely, the positive and negative frequency components of its quadrature 
(imaginary) spectrum are always negatives of each other. This means that the 
phase angle of any given positive quadrature frequency component is the 
negative of the phase angle of the corresponding quadrature negative frequency 
component as shown by the thin solid arrows in Figure 11(a). This 'conjugate 
symmetry' is the invariant nature of real signals when their spectra are 
represented using complex notation. 
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Figure 11.  Quadrature representation of signals: (a) Real sinusoid cos(2fot + ), 
(b) Real bandpass signal containing six sinusoids over bandwidth B; (c) 
Real bandpass signal containing an infinite number of sinusoids over 
bandwidth B Hz; (d) Complex bandpass signal of bandwidth B Hz. 

 
Let's remind ourselves again, those bold arrows in Figure 11(a) and (b) are 
not rotating phasors. They're frequency-domain impulse symbols indicating a 

sen(2 ft) o cos(2 ft). Esto se debe a que tanto sen(2 ft) como cos(2 ft) se componen 
de componentes ej2 ft y e-j2 ft. Si se tomara la transformada de Fourier discreta (DFT) 
de muestras discretas en el dominio temporal de una onda sinusoidal sen(2 fot), una 
onda coseno cos(2 fot) o una sinusoide compleja ej2 fot y se representaran gráficamente 
los resultados complejos, se obtendrían exactamente los impulsos de banda estrecha 
de la Figura 10.

Si entiende la notación y las operaciones de la Figura 10, puede felicitarse porque 
sabe mucho sobre la naturaleza y las matemáticas de las señales en cuadratura.

Señales de cuadratura de paso de banda en el dominio de la frecuencia
En el procesamiento en cuadratura, por convención, la parte real del espectro se 
denomina componente en fase y la parte imaginaria, componente de cuadratura. Las 
señales cuyos espectros complejos se muestran en las Figuras 11(a), (b) y (c) son 
reales, y en el dominio temporal pueden representarse mediante valores de amplitud 
con partes reales distintas de cero y partes imaginarias con valor cero. No estamos 
obligados a usar notación compleja para representarlas en el dominio temporal- las 
señales son reales.

Las señales reales siempre tienen componentes espectrales de frecuencia positivos y 
negativos. En cualquier señal real, los componentes de frecuencia positivos y 
negativos de su espectro en fase (real) siempre presentan simetría uniforme 
alrededor del punto de frecuencia cero. Es decir, los componentes de frecuencia 
positivos y negativos de la parte en fase son imágenes especulares entre sí.

Por el contrario, los componentes de frecuencia positivos y negativos de su espectro 
en cuadratura (imaginario) siempre son negativos entre sí. Esto significa que el 
ángulo de fase de cualquier componente de frecuencia positivo en cuadratura es el 
negativo del ángulo de fase del componente de frecuencia negativo en cuadratura 
correspondiente, como lo muestran las flechas delgadas y sólidas en la Figura 11(a). 
Esta «simetría conjugada» es la naturaleza invariante de las señales reales cuando 
sus espectros se representan mediante notación compleja.

Figura 11. Representación en cuadratura de señales: (a) Sinusoide real cos(2 fot + ), (b) Señal paso banda  
real que contiene seis sinusoides sobre un ancho de banda B; (c) Señal paso banda real que contiene un 
número infinito de sinusoides sobre un ancho de banda B Hz; (d) Señal paso banda compleja de ancho de banda 
B Hz.

Recordemos de nuevo que las flechas en negrita de las Figuras 11(a) y (b) no son 
fasores rotatorios. Son símbolos de impulso en el dominio de la frecuencia que indican
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single complex exponential ej2ft. The directions in which the impulses are 
pointing show the relative phases of the spectral components. 
 
As for the positive-frequency only spectrum in Figure 11(d), this is the 
spectrum of a complex-valued analog time-domain bandpass signal. And that 
signal does not exhibit spectral symmetry centered around zero Hz, as do real-
valued time-domain signals, because it has no negative-frequency spectral 
energy. 
 
There's an important principle to keep in mind before we continue. Multiplying 

a time signal by the complex exponential ej2fot, what we can call quadrature 
mixing (also called complex mixing), shifts that signal's spectrum upward in 
frequency by fo Hz as shown in Figure 12 (a) and (b). Likewise, multiplying a 

time signal by e-j2fot shifts that signal's spectrum down in frequency by fo 
Hz. 
 

(b) (c)(a)
Freq

0
fo

–fo

Quad. phase

In-phase

Freq

0
fo

–fo

Quad. phase

In-phase

Freq

0
fo

–fo

Quad. phase

In-phase

2fo

 
 

Figure 12.  Quadrature mixing of a signal: (a) Spectrum of a complex signal x(t), 
(b) Spectrum of x(t)ej2fot, (c) Spectrum of x(t)e-j2fot. 

 
We'll use that principle to understand the following example. 
 
A Quadrature-Sampling Example 
We can use all that we've learned so far about quadrature signals by exploring 
the process of quadrature-sampling. Quadrature-sampling is the process of 
digitizing a continuous (analog) bandpass signal and translating its spectrum 
to be centered at zero Hz. Let's see how this popular process works by 
thinking of a continuous bandpass signal, of bandwidth B, centered about a 
carrier frequency of fc Hz. 
 

Freq0 f c 

B 

–fc 

X(f)

Freq (m)0 

X(m)

Original  

Continuous  

Spectrum 

Desired 

Digitized  

"Baseband"  

Spectrum
f s –fs  

 
Figure 13.  The 'before and after' spectra of a quadrature-sampled signal. 

 
Our goal in quadrature-sampling is to obtain a digitized version of the analog 
bandpass signal, but we want that digitized signal's discrete spectrum 
centered about zero Hz, not fc Hz. That is, we want to mix a time signal with 

e-j2fct to perform complex down-conversion. The frequency fs is the digitizer's 
sampling rate in samples/second. We show replicated spectra at the bottom of 
Figure 13 just to remind ourselves of this effect when A/D conversion takes 
place. 

un exponencial complejo único ej2 ft. Las direcciones en las que apuntan los impulsos 
muestran las fases relativas de los componentes espectrales.

En cuanto al espectro de frecuencia positiva de la Figura 11(d), este es el espectro de 
una señal paso banda analógica de valor complejo en el dominio del tiempo. Dicha señal 
no presenta simetría espectral centrada en cero Hz, como sí lo hacen las señales de 
valor real en el dominio del tiempo, ya que no tiene energía espectral de frecuencia 
negativa.

Hay un principio importante que debemos tener en cuenta antes de continuar. Multiplicar 
una señal temporal por la exponencial compleja ej2 fot, lo que llamamos mezcla en 
cuadratura (también llamada mezcla compleja), desplaza el espectro de esa señal hacia 
arriba en frecuencia en fo Hz, como se muestra en las Figuras 12 (a) y (b). Asimismo, 
multiplicar una señal temporal por e-j2 fot desplaza el espectro de esa señal hacia abajo 
en frecuencia en fo Hz.

Figura 12. Mezcla en cuadratura de una señal: (a) Espectro de una señal compleja x(t), (b)
Espectro de x(t)ej2 fot, (c) Espectro de x(t)e-j2 fot.    

Utilizaremos ese principio para entender el siguiente ejemplo.

Un ejemplo de muestreo en cuadratura
Podemos aplicar todo lo aprendido hasta ahora sobre señales en cuadratura explorando el 
proceso de muestreo en cuadratura. El muestreo en cuadratura consiste en digitalizar una 
señal paso banda continua (analógica) y traducir su espectro para centrarlo en cero Hz. 
Veamos cómo funciona este popular proceso considerando una señal paso banda continua, de 
ancho de banda B, centrada en una frecuencia portadora de fc Hz.

Figura 13. Espectros 'antes y después' de una señal muestreada en cuadratura.

Nuestro objetivo en el muestreo en cuadratura es obtener una versión digitalizada de la 
señal paso banda analógica, pero queremos que el espectro discreto de dicha señal 
digitalizada esté centrado en cero Hz, no en fC Hz. Es decir, queremos mezclar una 
señal temporal con e-j2 fct para realizar una conversión descendente compleja. La 
frecuencia fS es la frecuencia de muestreo del digitalizador en muestras/segundo. 
Mostramos espectros replicados en la parte inferior de la Figura 13 para recordar este 
efecto durante la conversión A/D.

Fase en cuadratura

En fase

Fase en cuadratura Fase en cuadratura

En fase En fase

Frecuencia Frecuencia Frecuencia

Frecuencia

Frecuencia (m)

Espectro 
Continuo 
Original

Espectro
"banda base"
digitalizado
deseado
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OK, ... take a look at the following quadrature-sampling block diagram known 
as I/Q demodulation (or 'Weaver demodulation' for those folk with experience 
in communications theory) shown at the top of Figure 14. That arrangement of 
two sinusoidal oscillators, with their relative 90o phase difference, is often 
called a quadrature-oscillator.  
 

Those ej2fct and e-j2fct terms in that busy Figure 14 remind us that the 
constituent complex exponentials comprising a real cosine duplicates each part 
of the Xbp(f) spectrum to produce the Xi(f) spectrum. The Figure shows how we 
get the filtered continuous in-phase portion of our desired complex quadrature 
signal. By definition, those Xi(f) and I(f) spectra are treated as 'real 
only'. 
 

c 

x     (t) 
o

A/D 

A/D 

q(t)

i(t)
LPF 

LPF 

cos(2f  t) c 

sin(2f  t) 
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q x  (t)
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i(n)
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0 Freq–B/2 +B/2

X  (f)i 

Continuous Discrete
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I(f)
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0 –B/2 B/2 
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spectrum

LP filtered 
in-phase  
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spectrum

bp
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complex 
sequence is:

Real part 

f c 

B 

–
f c 

–
f c –2f c f c 2f c 

e–j2fct
e j2fct

2
2

 
 

Figure 14.  Quadrature-sampling block diagram and spectra within the in-phase 
(upper) signal path. 

 
Likewise, Figure 15 shows how we get the filtered continuous quadrature phase 
portion of our complex quadrature signal by mixing xbp(t) with sin(2fct). 
 

Bien, eche un vistazo al siguiente diagrama de bloques de muestreo en cuadratura 
conocido como demodulación I/Q (o "demodulación Weaver" para aquellas personas con 
experiencia en teoría de las comunicaciones) que se muestra en la parte superior de la 
Figura 14. Esa disposición de dos osciladores sinusoidales, con su diferencia de fase 
relativa de 90O, a menudo se denomina oscilador en cuadratura.

Los términos ej2 fct y e-j2 fct en la concurrida Figura 14 nos recuerdan que las 
exponenciales complejas constituyentes que componen un coseno real duplican cada parte 
del espectro Xbp(f) para producir el espectro Xi(f). La Figura muestra cómo obtenemos la 
porción continua en fase filtrada de la señal compleja en cuadratura deseada. Por 
definición, estos espectros Xi(f) e I(f) se consideran solo reales.

Figura 14. Diagrama de bloques de muestreo en cuadratura y espectros dentro de la ruta de 
señal en fase (superior).

Asimismo, la Figura 15 muestra cómo obtenemos la porción de fase en cuadratura continua 
filtrada de nuestra señal en cuadratura compleja mezclando xbp(t) con sin(2 fct).
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continuo
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Parte real filtrada

Espectro
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Figure 15.  Spectra within the quadrature phase (lower) signal path of the block 
diagram. 

 
Here's where we're going: I(f)–jQ(f) is the spectrum of a complex replica of 
our original bandpass signal xbp(t). We show the addition of those two spectra 
in Figure 16. 
 

Freq

I(f)
Filtered continuous 
in-phase (real only)

0 
Freq

Q(f)
Filtered continuous quadrature  

(imaginary only)

0 –B/2 B/2 

–B/2

B/2 

0 Freq

Spectrum of continuous  

complex signal: i(t) – jq(t)

–B/2 B/2 

 I(f) – jQ(f) 

 
 

Figure 16.  Combining the I(f) and Q(f) spectra to obtain the desired 'I(f)–
jQ(f)' spectra. 

 
This typical depiction of quadrature-sampling seems like mumbo jumbo until you 
look at this situation from a three-dimensional standpoint, as in Figure 17, 
where the –j factor rotates the 'imaginary-only' Q(f) by –90o, making it 
'real-only'. This –jQ(f) is then added to I(f). 
 

Aquí es donde vamos: I(f)–jQ(f) es el espectro de una réplica compleja de nuestra 
señal de paso de banda original xbp(t). Mostramos la suma de estos dos espectros en 
la Figura 16.

Figura 16. Combinación de los espectros I(f) y Q(f) para obtener los espectros 'I(f)–jQ(f)' 
deseados.

Esta representación típica del muestreo en cuadratura parece un galimatías hasta 
que se analiza la situación desde una perspectiva tridimensional, como en la 
Figura 17, donde el factor –j rota la Q(f) «solo imaginaria» en –90°, 
convirtiéndola en «solo real». Esta –jQ(f) se suma entonces a I(f).
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Figure 17.  3-D view of combining the I(f) and Q(f) spectra to obtain the 
I(f)–jQ(f) spectra. 

 
The complex spectrum at the bottom Figure 18 shows what we wanted, a digitized 
version of the complex bandpass signal centered about zero Hz. 
 

f s –fs 
–2f s 2f

s 
Freq0 –B/2 B/2 

0 Freq-B/2 B/2 

A/D conversionThis is what we wanted.   

A digitized complex version 
of the original xbp(t), but 

centered about zero Hz. 

Spectrum of continuous  
complex signal: i(t) – jq(t)

Spectrum of discrete complex  
sequence: i(n) – jq(n)

 
 

Figure 18.  The continuous complex signal i(t)–q(t) is digitized to obtain the 
discrete i(n)–jq(n). 

 
 
Some advantages of this quadrature-sampling scheme are: 
 
• Each A/D converter operates at half the sampling rate of standard real-
signal sampling 
• In many hardware implementations operating at lower clock rates save power 

Figura 17.   Vista tridimensional de la combinación de los espectros I(f) y Q(f) para 
obtener los espectros I(f)–jQ(f).

El espectro complejo en la parte inferior de la Figura 18 muestra lo que queríamos, una 
versión digitalizada de la señal de banda de paso compleja centrada alrededor de cero Hz.

Figura 18. La señal compleja continua i(t)–q(t) se digitaliza para obtener la discreta i(n)–jq(n).

Algunas ventajas de este esquema de muestreo en cuadratura son:

• Cada convertidor A/D opera a la mitad de la frecuencia de muestreo del muestreo de 
señal real estándar.
• En muchas implementaciones de hardware, operar a frecuencias de reloj más bajas ahorra 
energía.
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• For a given fs sampling rate, we can capture wider-band analog signals 
• Quadrature sequences make FFT processing more efficient due to covering a 
wider frequency range than when an FFT’s input is a real-valued sequence 
• Because quadrature sequences are effectively oversampled by a factor of two, 
signal squaring operations are possible without the need for upsampling 
• Knowing the phase of signals enables coherent processing 
• Quadrature sampling makes it much easier to very accurately measure the 
instantaneous magnitude (AM demodulation), instantaneous phase (phase 
demodulation), and instantaneous frequency (FM demodulation) of the xbp(t) 
input signal in Figure 14. 
 
Returning to the Figure 14 block diagram reminds us of an important 
characteristic of quadrature signals. We can send an analog quadrature signal 
to a remote location. To do so we use two coax cables on which the two real 
i(t) and q(t) signals travel. (To transmit a discrete time-domain quadrature 
sequence, we'd need two multi-conductor ribbon cables as indicated by Figure 
19.) 
 

Continuous Discrete

Requires two coax cables to
transmit quadrature analog

signals i(t) and q(t)

Requires two ribbon cables to
transmit quadrature discrete

sequences i(n) and q(n)

A/D

A/D

q(t)

i(t)
LPF

LPF

x  (t)i

qx  (t)

f s

i(n)

q(n)

 
 

Figure 19.  Reiteration of how quadrature signals comprise two real 
parts. 

 
To appreciate the physical meaning of our discussion here, let's remember that 
a continuous quadrature signal xc(t) = i(t) + jq(t) is not just a mathematical 
abstraction. We can generate xc(t) in our laboratory and transmit it to the 
lab down the hall. All we need is two sinusoidal signal generators, set to the 
same frequency fo. (However, somehow we have to synchronize those two hardware 
generators so that their relative phase shift is fixed at 90o.) Next we 
connect coax cables to the generators' output connectors and run those two 
cables, labeled 'i(t)' for our cosine signal and 'q(t)' for our sine wave 
signal, down the hall to their destination 
 
Now for a two-question pop quiz. In the other lab, what would we see on the 
screen of an oscilloscope if the continuous i(t) and q(t) signals were 
connected to the horizontal and vertical input channels, respectively, of the 
scope? (Remembering, of course, to set the scope's Horizontal Sweep control to 
the 'External' position.)  
 

i(t) = cos(2fot)

q(t) = sin(2fot) Vert. In

Horiz. In

O-scope

 
 

Figure 20.  Displaying a quadrature signal using an oscilloscope. 
 
Next, what would be seen on the scope's display if the cables were mislabeled 
and the two signals were inadvertently swapped?  

• Para una frecuencia de muestreo fs dada, podemos capturar señales analógicas de banda 
más ancha.
• Las secuencias en cuadratura hacen que el procesamiento FFT sea más eficiente al 
cubrir un rango de frecuencias más amplio que cuando la entrada de una FFT es una 
secuencia de valores reales.
• Dado que las secuencias en cuadratura se sobremuestrean eficazmente por un factor de 
dos, las operaciones de cuadratura de la señal son posibles sin necesidad de 
sobremuestreo
• Conocer la fase de las señales permite un procesamiento coherente. El muestreo en 
cuadratura facilita considerablemente la medición con gran precisión de la magnitud 
instantánea (demodulación AM), la fase instantánea (demodulación de fase) y la 
frecuencia instantánea (demodulación FM) de la señal de entrada xbp(t) en la Figura 14.

Volviendo al diagrama de bloques de la Figura 14, recordamos una característica 
importante de las señales en cuadratura. Podemos enviar una señal analógica en 
cuadratura a una ubicación remota. Para ello, utilizamos dos cables coaxiales por los 
que viajan las dos señales reales i(t) y q(t). (Para transmitir una secuencia discreta 
en cuadratura en el dominio del tiempo, necesitaríamos dos cables planos 
multiconductores, como se indica en la Figura 19).

Figura 19.   Reiteración de cómo las señales en cuadratura se componen de dos partes 
reales.

Para comprender el significado físico de nuestra discusión, recordemos que una señal 
continua en cuadratura xC(t) = i(t) + jq(t) no es solo una abstracción matemática. 
Podemos generar xC(t) en nuestro laboratorio y transmitirla al laboratorio del pasillo. 
Solo necesitamos dos generadores de señales sinusoidales, configurados a la misma 
frecuencia fo. (Sin embargo, debemos sincronizar estos dos generadores de hardware para 
que su desfase relativo se fije en 90°). A continuación, conectamos cables coaxiales a 
los conectores de salida de los generadores y los llevamos, etiquetados como 'i(t)' 
para la señal coseno y 'q(t)' para la señal sinusoidal, por el pasillo hasta su 
destino.

Ahora, un cuestionario de dos preguntas. En el otro laboratorio, ¿qué veríamos en la 
pantalla de un osciloscopio si las señales continuas i(t) y q(t) se conectaran a los 
canales de entrada horizontal y vertical, respectivamente, del osciloscopio? 
(Recordando, por supuesto, configurar el control de barrido horizontal del osciloscopio 
en la posición "Externo").

Figura 20. Visualización de una señal en cuadratura utilizando un osciloscopio.

A continuación, ¿qué se vería en la pantalla del osciloscopio si los cables estuvieran 
mal etiquetados y las dos señales se intercambiaran inadvertidamente?

Contínua Discreta

Requiere dos cables 
coaxiales para transmitir 
señales analógicas en 
cuadratura i(t) y q(t).

Requiere dos cables planos 
para transmitir secuencias 
discretas en cuadratura i(n) y 
q(n)
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The answer to the first question is that we’d see a bright 'spot' rotating 
counterclockwise in a circle on the scope's display. If the cables were 
swapped, we'd see another circle, but this time it would be orbiting in a 
clockwise direction. This would be a neat little demonstration if we set the 
signal generators' fo frequencies to, say, 1 Hz. 
 
This oscilloscope example helps us answer the important question, "When we 
work with quadrature signals, how is the j-operator implemented in hardware?” 
The answer is we can’t go to Radio Shack and buy a j-operator and solder it to 
a circuit board. The j-operator is implemented by how we treat the two signals 
relative to each other. We have to treat them orthogonally such that the in-
phase i(t) signal represents an East-West value, and the quadrature phase q(t) 
signal represents an orthogonal North-South value. (By orthogonal, I mean that 
the North-South direction is oriented exactly 90o relative to the East-West 
direction.) So in our oscilloscope example the j-operator is implemented 
merely by how the connections are made to the scope. The in-phase i(t) signal 
controls horizontal deflection and the quadrature phase q(t) signal controls 
vertical deflection. The result is a two-dimensional quadrature signal 
represented by the instantaneous position of the dot on the scope's display. 
 
A person in the lab down the hall who's receiving, say, the discrete sequences 
i(n) and q(n) has the ability to control the orientation of the final complex 
spectra by adding or subtracting the jq(n) sequence as shown in Figure 21. 
 

i(n) – jq(n)

i(n)

q(n)

Freq

0 –B/2 B/2 

–1

i(n) + jq(n)
Freq

0 –B/2 B/2 
 

 
Figure 21.  Using the sign of q(n) to control spectral orientation. 

 
The top path in Figure 21 is equivalent to multiplying the original xbp(t) by 

e-j2fct, and the bottom path is equivalent to multiplying the xbp(t) by e
j2fct. 

Therefore, had the quadrature portion of our quadrature-oscillator at the top 
of Figure 14 been negative, -sin(2fct), the resultant complex spectra would 
be flipped (about 0 Hz) from those spectra shown in Figure 21. 
 
While we’re thinking about flipping complex spectra, let’s remind ourselves 
that there are two simple ways to reverse (invert) an x(n) = i(n) + jq(n) 
sequence’s spectral magnitude. As shown in Figure 21, we can perform 
conjugation to obtain an x'(n) = i(n) - jq(n) with an inverted magnitude 
spectrum. The second method is to swap x(n)’s individual i(n) and q(n) sample 
values to create a new sequence y(n) = q(n) + ji(n) whose spectral magnitude 
is inverted from x(n)’s spectral magnitude. (Note, while x'(n)’s and y(n)’s 
spectral magnitudes are equal, their spectral phases are not equal.) 
 
Conclusions 
This ends our little quadrature signals tutorial. We learned that using the 
complex plane to visualize the mathematical descriptions of complex numbers 
enabled us to see how quadrature and real signals are related. We saw how 
three-dimensional frequency-domain depictions help us understand how 
quadrature signals are generated, translated in frequency, combined, and 
separated. Finally we reviewed an example of quadrature-sampling and two 
schemes for inverting the spectrum of a quadrature sequence. 
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La respuesta a la primera pregunta es que veríamos un punto brillante girando en sentido 
antihorario en círculo en la pantalla del osciloscopio. Si se intercambiaran los cables, 
veríamos otro círculo, pero esta vez orbitaría en sentido horario. Esto sería una buena 
demostración si fijáramos las frecuencias de los generadores de señales a, por ejemplo, 
1 Hz.

Este ejemplo de osciloscopio nos ayuda a responder la importante pregunta: "¿Cómo se 
implementa el operador j en el hardware cuando trabajamos con señales en cuadratura?". La 
respuesta es que no podemos comprar un operador j en una tienda física y soldarlo a una placa 
de circuito. El operador j se implementa mediante el tratamiento de las dos señales entre sí. 
Debemos tratarlas ortogonalmente, de modo que la señal en fase i(t) represente un valor Este-
Oeste, y la señal en fase en cuadratura q(t) represente un valor ortogonal Norte-Sur. (Por 
ortogonal, me refiero a que la dirección Norte-Sur está orientada exactamente 90° con respecto 
a la dirección Este-Oeste). Por lo tanto, en nuestro ejemplo de osciloscopio, el operador j se 
implementa simplemente mediante la forma en que se realizan las conexiones al osciloscopio. La 
señal en fase i(t) controla la deflexión horizontal y la señal en fase en cuadratura q(t) 
controla la deflexión vertical. El resultado es una señal de cuadratura bidimensional 
representada por la posición instantánea del punto en la pantalla del osciloscopio.

Una persona en el laboratorio al final del pasillo que recibe, digamos, las secuencias 
discretas i(n) y q(n) tiene la capacidad de controlar la orientación de los espectros 
complejos finales sumando o restando la secuencia jq(n) como se muestra en la Figura 21.

Figura 21.   Uso del signo de q(n) para controlar la orientación espectral.

La trayectoria superior en la Figura 21 equivale a multiplicar el xbp(t) original por 
e-j2 fct, y la trayectoria inferior equivale a multiplicar el xbp(t) por ej2 fct. Por lo tanto, 
si la porción en cuadratura de nuestro oscilador en cuadratura en la parte superior de la 
Figura 14 hubiera sido negativa, -sin(2 fct), los espectros complejos resultantes estarían 
invertidos (aproximadamente 0 Hz) con respecto a los espectros mostrados en la Figura 21.

Mientras pensamos en invertir espectros complejos, recordemos que existen dos maneras 
sencillas de invertir la magnitud espectral de una secuencia x(n) = i(n) + jq(n). Como se 
muestra en la Figura 21, podemos realizar una conjugación para obtener un espectro 
x'(n) = i(n) - jq(n) con magnitud invertida. El segundo método consiste en intercambiar 
los valores de muestra individuales i(n) y q(n) de x(n) para crear una nueva secuencia y
(n) = q(n) + ji(n), cuya magnitud espectral se invierte con respecto a la magnitud 
espectral de x(n). (Cabe destacar que, si bien las magnitudes espectrales de x'(n) e y(n) 
son iguales, sus fases espectrales no lo son).

Conclusiones

Con esto finaliza nuestro breve tutorial sobre señales en cuadratura. Aprendimos que 
usar el plano complejo para visualizar las descripciones matemáticas de los números 
complejos nos permitió comprender la relación entre las señales en cuadratura y las 
reales. Vimos cómo las representaciones tridimensionales en el dominio de la frecuencia 
nos ayudan a comprender cómo se generan, traducen en frecuencia, combinan y separan las 
señales en cuadratura. Finalmente, revisamos un ejemplo de muestreo en cuadratura y dos 
esquemas para invertir el espectro de una secuencia en cuadratura.
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Answer to trivia question just following Eq. (5) is: The scarecrow in The 
Wizard of Oz. 
 
Have you heard this little story?  
While in Berlin, Leonhard Euler was often involved in philosophical debates, 
especially with Voltaire. Unfortunately, Euler's philosophical ability was 
limited and he often blundered to the amusement of all involved. However, when he 
returned to Russia, he got his revenge. Catherine the Great had invited to her 
court the famous French philosopher Diderot, who to the chagrin of the czarina, 
attempted to convert her subjects to atheism. She asked Euler to quiet him. One 
day in the court, the French philosopher, who had no mathematical knowledge, was 
informed that someone had a mathematical proof of the existence of God. He asked 
to hear it. Euler then stepped forward and stated:  

  "Sir, 
a + bn

n  = x, hence God exists; reply!"  

Diderot had no idea what Euler was talking about. However, he did understand the 
chorus of laughter that followed and soon after returned to France. 
 
Although it's a cute story, serious math historians don't believe it. They 
know that Diderot did have some mathematical knowledge and they just can’t 
imagine Euler clowning around in that way. 
 

¿Has escuchado esta pequeña historia?
Durante su estancia en Berlín, Leonhard Euler participó a menudo en debates filosóficos, 
especialmente con Voltaire. Desafortunadamente, su capacidad filosófica era limitada y a 
menudo cometía errores para diversión de todos los involucrados. Sin embargo, a su 
regreso a Rusia, se vengó. Catalina la Grande había invitado a su corte al famoso 
filósofo francés Diderot, quien, para disgusto de la zarina, intentó convertir a sus 
súbditos al ateísmo. Le pidió a Euler que lo silenciara. Un día en la corte, el filósofo 
francés, que carecía de conocimientos matemáticos, fue informado de que alguien tenía 
una prueba matemática de la existencia de Dios. Pidió escucharla. Euler entonces dio un 
paso al frente y declaró:

"Señor,           , por lo tanto, Dios existe; ¡responda!".

Diderot no tenía ni idea de qué hablaba Euler. Sin embargo, sí entendió el coro de risas 
que siguió y poco después regresó a Francia. Aunque es una historia simpática, los 
historiadores matemáticos serios no la creen. Saben que Diderot tenía algunos 
conocimientos matemáticos y no pueden imaginarse a Euler haciendo payasadas de esa 
manera.

La respuesta a la pregunta de trivia que sigue a la ecuación (5) es: El espantapájaros 
en El mago de Oz.


